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CLASE DE LÍMITE SUPERIOR E INFERIOR

Definición 1. El ĺımite inferior de una sucesión (an)n∈N ⊂ R se define como

sup
n≥0

inf
k≥n

ak = sup{inf{ak : k ≥ n} : n ≥ 0}

o también como

lim
n→∞

(
inf
k≥n

ak

)
y se denota como lim infn→∞ an o como limn→∞ an. Análogamente se define

lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

an = inf
n≥0

sup
k≥n

ak = lim
n→∞

(
sup
k≥n

ak

)
.

Por otro lado, sea

L = {puntos ĺımites de (an)n} = {l : existe una subsucesión (ank)k tal que ank →k→+∞ l},

equivalentemente, definimos

lim sup
n→∞

an = supL y lim inf
n→∞

an = inf L.

Ejemplo 1. Hallar lim sup y lim inf de las siguientes sucesiones:

(1) an = nsin (nπ2 ).

(2) an =

{
n
n+1 n impar
1

n+1 n par.

(3) an = sin
(
nπ3
)
.

(4) an =

{
2

1
n+1 n impar

1 n par.

Ítem (1)

Escribamos algunos términos de la sucesión

{an : n ∈ N} = {1sin
π
2 , 2sinπ, 3sin

3
2
π, 4sin 2π, 5sin

5
2
π, . . .}

= {1, 20, 3−1, 40, 51, 60, . . .} =

{
1, 1,

1

3
, 1, 5, 1,

1

7
, 1, 9, . . .

}
.

Por lo que vemos, tenemos 3 subsucesiones convergentes:

• {a3, a7, a11, . . .} = {13 ,
1
7 ,

1
11 , . . .}, a4k−1 = 1

4k−1 →k→+∞ 0.

• {a2, a4, a6, . . .} = {1, 1, 1, . . .}, a2k = 1→k→+∞ 1.

• {a1, a5, a9, . . .} = {1, 5, 9, . . .}, a4k−3 = 4k − 3→k→+∞ +∞.

Hasta ahora, tenemos que {0, 1,+∞} ⊂ L. Sospechamos que lim supn→∞ an = +∞ y que

lim infn→∞ an = 0, tenemos que probarlo formalmente.
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Observemos que 0 < an < +∞, para todo n ∈ N, entonces para toda subsucesión convergente,

su ĺımite l debe pertenecer a [0,+∞], entonces

(1) 0 ≤ inf L ≤ supL ≤ +∞, (o bien L ⊂ [0,+∞]).

Notemos que 0 ∈ L pues la subsucesión a4k−1 tiende a cero, además, por (1), 0 es cota inferior

de L, por lo tanto, 0 = minL = inf L = lim infn→∞ an. Similarmente, +∞ ∈ L pues la

subsucesión a4k−3 tiende a +∞, por (1), +∞ es cota superior de L, luego +∞ = maxL =

supL = lim supn→∞ an.

Ojo! No estamos usando la definición de ı́nfimos de L con sucesiones. En principio, por el

análisis que hicimos al principio, sabemos que 0, 1,+∞ son elementos de L. Si queremos usar

la definición con sucesiones, podemos considerar, para cada n ∈ N, la sucesión bn = 0 ∈ L. Aśı

0 es cota inferior de L y (bn)n ⊂ L cumple que bn →n→+∞ 0.

Ítem (2)

Escribamos algunos términos de la sucesión

{an : n ∈ N} =

{
1

2
,
1

3
,
3

4
,
1

5
,
5

6
,
1

7
, . . .

}
.

Por lo que vemos, tenemos 2 subsucesiones convergentes (pero no sabemos que son todas!):

• {a2, a4, a6, . . .} = {13 ,
1
5 ,

1
7 , . . .}, a2k = 1

2k+1 →k→+∞ 0.

• {a1, a3, a5, . . .} = {12 ,
3
4 ,

5
6 , . . .}, a2k−1 = 2k−1

2k →k→+∞ 1.

Con esto sospechamos que lim supn→∞ an = 1 y que lim infn→∞ an = 0, pero tenemos que

probarlo formalmente.

Observemos que

1

2
≤ n

n + 1
< 1, para n impar y 0 <

1

n + 1
≤ 1

2
, para n par,

entonces 0 < an < 1 para todo n ∈ N. Como hicimos en el ı́tem anterior, podemos concluir que

L ⊂ [0, 1]. Por lo tanto

(2) 0 ≤ inf L ≤ supL ≤ 1.

Notemos que 0 ∈ L pues la subsucesión a2k tiende a cero, además, por (2), 0 es cota inferior de

L, por lo tanto, 0 = minL = inf L = lim infn→∞ an. Similarmente, 1 ∈ L pues la subsucesión

a2k−1 tiende a 1, por (2), 1 es cota superior de L, luego +∞ = maxL = supL = lim supn→∞ an.

Ítem (3)

Escribamos algunos términos de la sucesión

{an : n ∈ N} =

{√
3

2
,

√
3

2
, 0,
−
√

3

2
,
−
√

3

2
, 0,

√
3

2
,

√
3

2
, 0,
−
√

3

2
,
−
√

3

2
, 0, . . .

}
.

Observamos que se repite una secuencia cada 6 términos de la sucesión. Utilicemos la primera

definición de ĺımite superior, tenemos que

sup{ak, ak+1, ak+2, . . .} = sup

{√
3

2
,

√
3

2
, 0,
−
√

3

2
,
−
√

3

2
, 0

}
=

√
3

2
.

Entonces lim supn→∞ an = limk→+∞ sup{ak, ak+1, ak+2, . . .} = limk→+∞
√
3
2 =

√
3
2 .
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Análogamente, se prueba que lim infn→∞ an = −
√
3
2 .

Ítem (4)

Escribamos algunos términos de la sucesión

{an : n ∈ N} =
{

2
1
2 , 1, 2

1
4 , 1, 2

1
4 , 1, 2

1
6 , 1, 2

1
6 , 1, . . .

}
.

Consideremos Mk = sup{ak, ak+1, ak+2, . . .} y mk = inf{ak, ak+1, ak+2, . . .}, podemos construir

la siguiente tabla:

k = 1 2 3 4 5 6 . . .

Mk 2
1
2 2

1
4 2

1
4 2

1
6 2

1
6 2

1
8 . . .

mk 1 1 1 1 1 1 . . .

Entonces tenemos que

Mk =

{
2

1
k+1 k impar

2
1
k+2 k par

y mk = 1.

Por lo tanto lim supn→∞ an = limk→+∞Mk = 1 y lim infn→∞ an = limk→+∞mk = 1. Ob-

servemos que podemos concluir que limn→∞ an = 1.


