TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2016
CLASE DE LIMITE SUPERIOR E INFERIOR

Definicién 1. El limite inferior de una sucesion (an)neny C R se define como

sup inf a; = sup{inf{ay : k > n}:n >0}
n>0 k=2n

o también como
lim (inf ak>
n—oo \ k>n

y se denota como liminf, . a, o como lim an. Andlogamente se define

Nn—r 00

limsupa, = lim a, = inf supag = lim | supay | .
n—o00 n—o0 n>0 k>n n—ro0 k>n

Por otro lado, sea
L = {puntos limites de (an)n} = {l : existe una subsucesion (an, )i tal que an, —p—to0 L},
equivalentemente, definimos

limsupa, =supL y liminfa, =inf L.
n—o0 n—00

Ejemplo 1. Hallar limsup y liminf de las siguientes sucesiones:
(1) ap = nsin (n%)

(2) an = i ™ impar
——  n par.

(4) an = 2ni1 n impar
n =
1 n par.

ITEM (1)
Escribamos algunos términos de la sucesién

: . .3 . .5
{an n € N} — {18111%72811’171'735111571"48111277755111%71'7 . .}

1 1
:{L?JAAQEﬁQ“}:{L,y,a,7,ﬁ,“}

Por lo que vemos, tenemos 3 subsucesiones convergentes:

o {(13, ar, a117 .. } = {%7 %a %a .. '}7 aqk—1 = 4klj —>k—>+oo 0.
o { F=A boagk =1 —pqoo 1.
° {al, as, ag, . . } = {1, 5,9,.. .}, G4k—3 = 4k — 3 = p 100 +00.
Hasta ahora, tenemos que {0,1,+00} C L. Sospechamos que limsup,_,. a, = +00 y que

liminf,, .- a, = 0, tenemos que probarlo formalmente.
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Observemos que 0 < a, < 400, para todo n € N, entonces para toda subsucesién convergente,
su limite [ debe pertenecer a [0, +00], entonces
(1) 0 <infL <supL < 400, (o bien L C [0, +0o0]).

Notemos que 0 € L pues la subsucesién a1 tiende a cero, ademads, por (1), 0 es cota inferior
de L, por lo tanto, 0 = minL = inf L = liminf, ., a,. Similarmente, +0c0 € L pues la
subsucesion a4x_3 tiende a +oo, por (1), +o00 es cota superior de L, luego +o0 = max L =
sup L = limsup,,_, ., an-

Ojo! No estamos usando la definicién de infimos de L con sucesiones. En principio, por el
analisis que hicimos al principio, sabemos que 0, 1, +00 son elementos de L. Si queremos usar
la definicién con sucesiones, podemos considerar, para cada n € N, la sucesién b, =0 € L. Asi
0 es cota inferior de L y (by), C L cumple que b, —p— 400 0.

ITEM (2)
Escribamos algunos términos de la sucesién

1 3 5
{annEN}—{Q, ,Z, ,6, ,}

Por lo que vemos, tenemos 2 subsucesiones convergentes (pero no sabemos que son todas!):

1
b { } = { }7 A2k = 3511 —k—+o00 0.
_ (135 U 2k-1 1
i {alaai37a57"'}_{214767"'}1 ag2k—1 = 2k _>k—)+00 .
Con esto sospechamos que limsup,,_,. an, = 1 y que liminf, ,, a, = 0, pero tenemos que

probarlo formalmente.

Observemos que
1< o <1, paran impar y O<L<—
2 " n+1 7 n+l1~= 2
entonces 0 < a, < 1 para todo n € N. Como hicimos en el item anterior, podemos concluir que

L c [0,1]. Por lo tanto

para n par,

(2) 0<infL <supL < 1.

Notemos que 0 € L pues la subsucesién agy tiende a cero, ademads, por (2), 0 es cota inferior de
L, por lo tanto, 0 = min L = inf L = liminf,,_,,, a,. Similarmente, 1 € L pues la subsucesién

agk—1 tiende a 1, por (2), 1 es cota superior de L, luego +00 = max L = sup L = limsup,,_, ., an.
ITEM (3)

Escribamos algunos términos de la sucesién

{an :n €N} = {??o_f_fo V3 \f,o,_

&

I 2 )

_\/go}
2

Observamos que se repite una secuencia cada 6 términos de la sucesion. Utilicemos la primera

[\3

definicién de limite superior, tenemos que

27277 2 2 2

\/gﬁo—f—\/go}:\/g

sup{ag, g1, gt2,- ..} = Sup {

. . . 3
Entonces limsup,,_, . a, = limg_, oo sup{ag, ag+1, agsro, ... F = limg_1 o % =

=



=

Anidlogamente, se prueba que liminf, ., a, = —
ITEM (4)
Escribamos algunos términos de la sucesién
{an:n €N} = {2%,1,2i,1,2i,1,2%,1,2%,1,...} .

Consideremos My, = sup{ak, axi1, aki2, ...} v mp = inf{ag, ags1, agso, ...}, podemos construir
la siguiente tabla:

k=|1]2[3]4]5]6
M, |22 |21 |27 ]28 |25 |23

Entonces tenemos que
1
2k+1  k impar
My, = 1 P y mg = 1.
2k+2 k par

Por lo tanto limsup,, ,., an = limg_ 100 My = 1 y liminf, o ap, = limg_, 1o mg = 1. Ob-

servemos que podemos concluir que lim,, o a, = 1.



