Clase 3: Ecuaciones de Cauchy-Riemann

16 de agosto de 2016

1. Introduccién

Consideramos una funcion f : U — C (donde U es un abierto de C)
que queremos estudiar cerca de un punto zg € U. Para esto podemos usar
la nocion de C-derivada que introdujimos en el capitulo anterior: f es C-
derivable en zj si existe @ € C y una funcion ¢ : C — C, limy,_,pe(h) = 0,
tales que

f(Zo + h) = f(Zo) + ah + h€<h) (1)

En este caso notamos f'(zg) := .
Para todo z € U, f(z) es un numero complejo que podemos por lo tanto
escribir como «parte real + i.parte imaginaria» o sea

f(z) =u(z,y) +iv(x,y), z=x+iy.

Note bien que las funciones u y v, la parte real e imaginaria de f, son funciones
a valores reales.

Examinando las partes reales e imaginarias de ambos miembros de (1),
vamos a ver que la C-derivabilidad de f en zy = x¢ + 1yo es equivalente a
la diferenciabilidad de u y v en (xg, %) con una condiciéon extra sobre las
derivadas parciales primeras de u y v en este punto. Este resultado, conoci-
do como teorema de Cauchy-Riemann, es uno de los resultados basicos del
analisis complejo y se debe conocerse si o si.

Antes de ver el enunciado preciso de este resultado, recordemos en la
siguiente proposicién la nocion de diferenciabilidad para una funcién de R?
en R vista en analisis I:



Proposicion 1.1. Una funcion w : U — R (U es un abierto de R?) es
diferenciable en (xg,vo) € U si existen a,b € R y una funcion ¢ : R? — R,

limy oe(k,l)/VE? 4+ 12 =0, tales que
w(wo + k,yo + 1) = w(wo,yo) + ak + bl + e(k,1). (2)

En este caso a y b son las derivadas parciales de f en (xo,0), es decir:

a = 3xf($0, y0)7 b= 8yf(x0, yo)-

Enunciemos ahora el teorema de Cauchy-Riemann:

Teorem 1.1. Sea f : U — C, f(z) = u(x,y)+iv(x,y), donde U es un abierto
de C y zog = xo+iyo € U. Entonces f es C-derivable en zy con f'(z9) = a+1b
si y solo siu,v: U — R son diferenciables en (x¢,yo) con

a:pu(x(]u yO) = a3;2}(:607 Z/O) = a,

3
ayu<x0ay0) = —0,v(xo, Yo) = —b. )

En particular

f'(20) = Oyu(x0,y0) + 10:v(0, Yo)- (4)
Las relaciones (3) se conocen como <«ecuaciones de Cauchy-Riemanny.

Demostracion. La prueba de este teorema consiste simplemente en reescribir
(1) en termino de parte real e imaginaria. Escribimos o = a +ib, h = k +il,
por lo que ah = ak — bl + i(al 4+ bk), y €(h) = £1(h) + ic2(h). Recordando
que dos numeros complejos son iguales ssi tienen misma parte real y misma
parte imaginaria, obtenemos que (1) es equivalente a

u(zo+k,yo+1) = ulxo,yo) +ak — 0l +Z€51(ka [) — les(k, l)j (5)
::g(,k;,l)

v(xzg+k,yo+1) = v(xo,y0)+ bk + al +Z€€2(l€, 1) + ley (K, l)j. (6)
:::;(rk,l)

Note que la funcion (k, 1) := key(k,l) — lea(k, 1) cumple que

kD) ko z
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por lo que
E(k, 1)
NEwE

Luego, si recordamos la definicion de diferenciabilidad vista en la proposicion
2, (5) es equivalente a decir que u es diferenciable en (g, yo) con d,u(zg, yo) =

‘ < leiw(k, )| + |e2(k, )] = 0 cuando k,l — 0.

ay Oyu(zo,yo) = —b. Vemos de la misma forma que (6) es equivalente a decir
que v es diferenciable en (xg, o) con d,v(xg, o) = by dyv(zo,y0) = a. Eso
concluye la prueba. O

1.1. Ejemplos de aplicaciones

Ejemplo 1.1. Consideramos la funcion
f(z) = e"cos(y) + ie” sen(y), 2 =T+ 1y. (7)

Veamos que f es entera con ' = f. Identifiquemos primero la parte real e
imaginaria de f:

f(z) = €* cos(y) +i e” sen(y)
S—_——
u(z,y) v(x,y)

Obviamente u,v : R? — R son funciones C*. Ademds

Ipu(z, y) Oz (€" cos(y)) = €” cos(y),
Oyu(z,y) = 0y,(e”cos(y)) = —e”sen(y),
O.v(z,y) = 0.(e"sen(y)) = e”sen(y),
dyv(x,y) = 0Oy(e’sen(y)) = e” cos(y),

Luego para todo (x,y) € C,

axu($7 y) = ayv(x, y) Y @yu(x, y) = —8:,;'11(1', y)

En vista del teorema de Cauchy-Riemann, podemos entonces concluir que f
es C-derivable en cualquier punto z = x + iy € C, o sea [ es entera, con

() = Opu(z,y) + i0,v(x,y) = €” cos(y) + ie” sen(y) = f(z).



Volvamos a examinar la funcién f(z) := z. Ya vimos que esta funcion no
es C-derivable en ningun punto. Podemos obtener este resultado usando el
teorema de Cauchy-Riemann. Tenemos

Obviamente las funciones u(z,y) =z y v(z,y) = —y son C**. Ademas
Oyu(z,y) = Opr =1

pero
Oyv(z,y) = 9y(—y) = —1.

Luego d,u(x,y) # dyv(z,y) para todo (z,y) € R*. Como no se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (3), podemos concluir que f no es C-derivable
en ningun punto.

2. Aplicaciones

2.1. Funciénes holomorfas con derivada nula

Sabemos que si una funciéon f : (a,b) — R es derivable con derivada nula
en cada punto de (a,b) entonces f es constante. Note que este resultado es
falso si reemplazamos el intervalo (a,b) por una una union de dos intervalos
disjuntos. Por ejemplo la funciéon

1 si0<zx<1
f(m)_{ 2 si2<z<3
tiene derivada nula en cada punto de (0,1) U (2,3) pero no es constante.
Acéa la hipotesis de que la funcién esta definida sobre un intervalo es decir
un conjunto “de un solo pedazo” es fundamental. La generalizacion de este
concepto a conjuntos en R” es la de conjuntos conexos.

Intuitivamente, un conjunto A de R™ se dice conexo si “es de un solo
pedazo” en el sentido que no se puede escribirlo como union de dos o mas
conjuntos abiertos no vacios:



Definicion 2.1. Un conjunto A C R™ es conexo si cada vez que uno escribe
A=UUV
con U, V' conjuntos abiertos disjuntos, pasa que U o V' es vacio.

Por ejemplo, se puede probar que los conjuntos conexos de R son los
intervalos.

Vimos en Analisis I una generalizacion del resultado anterior a funciones
de varias variables:

Proposicion 2.1. Consideramos una funcion w : U — R donde U es un
abierto de R%. Si w es diferenciable en cada punto de U con Oyw(z,y) =
dyw(z,y) = 0 para todo (x,y) € U, y siU es conexo, entonces w es constante.

Otra vez este resultado es falso si sacamos la hipotesis de que U es conexo.
Por ejemplo la funcion

w(x):{2 siz e B(3,1),

es diferenciable en cada punto de U = B(0, 1)UB(3, 1) con derivadas parciales
primeras nulas pero no es constante. Note que U no es conexo ya que se puede
escribir como union disjunta de dos conjuntos abiertos no-vacios (las bolas
B(0,1) y B(3,1)).

El resultado analogo para funciones holomorfas viene dado por la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.2. Sea f: U — C es holomorfa con U C C abierto y conexo.
Si f'(z) = 0 para todo z € U entonces f es constante.

Demostracion. Escribimos f(z) = u(z,y) +iv(x,y). Como f es holomorfa en
U, sabemos por el teorema de Cauchy-Riemann que u y v son diferenciables
en cada punto de U y que cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3) y
(4). Luego

0=f"(2) = 0uu(z,y) +id,v(x,y) para todo (z,y) € U

o0 sea
Oyu(z,y) = 0pv(z,y) =0 para todo (x,y) € U.
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Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3) obtenemos que
Opu(z,y) = dyu(x,y) = Ov(z,y) = Oyv(z,y) =0 para todo (z,y) € U.

Como U es conexo, deducimos en vista de la prop. 2.1 que u y v son constantes
o sea que f es constante. O]

2.2. Funciénes holomorfas con parte real constante y
variantes

Proposicion 2.3. Sea f: U — C una funcion holomorfa. Si f(z) € R para
todo z € U y si U es conexo entonces [ es constante.

Demostracion. Notamos u,v : U — R la parte real e imaginaria de f por
lo que f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Como f(z) € R para todo z € U tenemos
v = 0. Luego las ecuaciones de Cauchy-Riemann (3) dan

Opu(z,y) = dyu(z,y) =0 para todo (x,y) € U.

Como U es conexo, deducimos en vista de la prop. 2.1 que u es constante.
Luego f es constante. m

En la practica se ven algunas variantes de este resultado en los que se
reemplaza la hipotesis "f(z) € R para todo z € U’ por "f(z) € R para
todo z € U"donde R es una recta dada o "|f(z)| = 1 para todo z € U. En
cualquier caso, se puede probar que f es constante usando la misma idea que
en la prueba anterior.

Note que en estos ejemplos, estamos diciendo que la imagen f(U) de f esta contenido
en algin conjunto cerrado (una recta R o el circulo centrado en 0 de radio 1). De hecho se
puede probar que si una funcién f es holomorfa y no-constante en un abierto U entonces

su imagen f(U) es un conjunto abierto. La prueba de este resultado es mas compleja.

3. Complementos

3.1. Aplicaciones a la mecanica de los fluidos

3.2. Interpretacion geométrica de la C-derivabilidad



