Clase 2: C-derivabilidad

1. Definicion de la C-derivabilidad

1.1. Repaso sobre la nocién de derivada de una funcién de R en R.

Para estudiar el comportamiento de una funcion f : R — R cerca de un punto xy, lo primero que podemos
hacer es ver si lim,_,,, f(x) — f(xo) o sea ver si f es continua en xy. En este caso estamos diciendo que f se
parece mucho a la funcion constante f(zg) cerca de xg.

Si ahora queremos una descripcion mas fina del comportamiento de f cerca de xy, podemos intentar aproximar
f cerca de xy no por una funcién constante sino por una funcién lineal

f(x) = f(20) + oz — 20) + (2 — 20)e(2 — 70), (1)

donde « es algun ntimero real y € es alguna funcion tal que limy,_,oe(h) = 0. Geométricamente, estamos diciendo
que el grafico de f cerca de (zg, f(xo)) es muy parecido a la recta de ecuacion y = f(xg) + a(x — xy). Note
también que introduciendo h = x — xg, podemos reescribir (1) como

f(xo 4+ h) = f(xo) + ah + he(h). (2)

La escritura (1) implica que f es derivable en z con derivada f'(xy) = a. Recuerde que f es derivable en
xo si, por definicion, el cociente incremental %ﬂ)x“) tiene un limite cuando x — xy. En este caso este limite
se llama derivada de f en xy y se nota f'(xg). Dicho esto, despejemos € en (1). Obtenemos

f(@) = flwg)

e(x — o) = P

Como limj_,ge(h) = 0, deducimos pasando al limite x — xy que el cociente incremental %{’;g“) tiende a «

cuando © — 1z, lo que prueba que f'(xg) = a.
Reciprocamente, si suponemos que f es derivable en zq, o sea que

f'(ag) = Jim TE0 TR = T 0)

h—0




entonces, tenemos la escritura (2) con f’(x¢) al lugar de 'y con e(h) := f'(xg) — w

basta despejar f(zo + h) de la definicion de . En conclusion:

. Para ver esto

Proposicién 1.1. Una funcion f: R — R es derivable en un punto zy si y solo si se puede escribirla cerca de
xo como en (1). En este caso o = f'(xp).

Note que para definir la derivada de f en z(, necesitamos conocer f en todo un entorno de zy porque
necesitamos conocer f(zo+ h) con h chico (positivo y negativo). Luego si f no esta definida en todo R sino
tinicamente en algin subconjunto U de R, pediremos que U sea abierto para estar seguro de que cualquiera sea
el punto z¢y € U que consideremos, siempre f quedara bien definida en todo un entorno de z.

1.2. Definiciéon de la C-derivada

De manera analoga a lo que recordamos en la seccion anterior sobre la derivada de una funcion de R en R,
para estudiar el comportamiento de una funcion f : C — C cerca de un punto zy, podemos primero ver si f
es continua en zy. Si es el caso, para obtener una descripcion més fina del comportamiento de f cerca de z,
podemos ver si el cociente incremental %ﬁzo) tiene un limite cuando z;. Obtenemos entonces la siguiente
definicion:

Definicion 1.1. Una funcion f: U — C (donde U es un abierto de C) es C-derivable en el punto zy € U si el
limite siguiente existe
F'(20) := lim JE) = () (3)
zZ—20 Z— 2
Note que introduciendo h := z — zy en el cociente incremental, podemos reescribir (3) como

f(z0 +h) = f(20)
) . (4)

Note que, si existe, ['(z9) es un nimero complejo (no necesariamente un nimero real) ya que f es a valores
complejos.

! R
fzo) = iy

De la misma manera en que probamos la proposicion 1.1, se puede ver facilmente que esta definiciéon es
equivalente a la siguiente:

Definicion 1.2. Una funcion f : U — C (donde U es un abierto de C) es C-derivable en el punto zy € U si
existen a € C y una funcion ¢ : C — C con limy,_,oe(h) = 0 tales que

f(z) = f(z0) + a(z — 20) +e(z — 20)(2 — 20) (5)
para todo z en un entorno de zy. En este caso decimos que « es la derivada de [ en zy y notamos f'(z) == a.
Note que, haciendo h := z — 2, podemos reescribir (5) como

f(z0 +h) = f(20) + ah +e(h)h. (6)



1.3. Algo de vocabulario

Definicion 1.3. Decimos que una funcion f: U — C (U es un abierto de C) es holomorfa (o analitica) en U
st [ es C-derivable en cada punto de U.

Rigurosamente, el concepto de funciéon analitica se refiere a otra nocién que la de C-derivabilidad. Pero
ocurre que una funcion holomorfa (en el sentido de la definicion anterior) es analitica por lo que podemos tomar
"holomorfaz .2naliticagomo sinénimos.

Definiciéon 1.4. Una funcion holomorfa en todo C (es decir definida y C-derivable en cualquier punto de C) se
dice entera.

1.4. Ejemplos
Veamos ahora unos ejemplos. Empecemos por las funciones mas simples posibles: las funciénes constantes:

Ejemplo 1.1. Sea f : C — C una funcién constante es decir existe un & € C tal que f(z) = & para todo z € C.
Veamos si f es C-derivable en un punto zy € C' o sea veamos si existe el limite del cociente incremental (3):

para todo z # zy tenemos
f(z)=flz) €& 0

Z— 20 Z— 20 Z— 20

=0.

El cociente incremental es entonces siempre 0. Luego una funcion constante es C-derivable en cualquier punto
con derwada 0.

Veamos ahora si las funciénes z, 22, 23, ... son C-derivables:

Ejemplo 1.2. Tratemos el caso general f(z) = 2" donde n = 1,2, ... Fijamos un punto cualquiera zo € C y
veamos si existe el limite (4). Usando la formula del binomio de Newton, tenemos

(2o +h)" = 28 +nzp th+ (Z) 202h? 4 <g) P AR

0 sea

Flzo+h) — f(z0) = nztth + h2<<g) n2 <g) D3R h”‘2>.

Dividiendo por h en ambos lados,

Haciendo h — 0 obtenemos entonces que el limite del cociente incremental existe y vale nzg_l cualquier sea el

nimero entero n € N y el punto zy € C. Luego, cualquier sea n € N, la funcion z" es C-derivable en cualquier
punto de C (o sea es entera) con derivada nz"""'.



Veamos ahora un ejemplo de una funciéon simple que no es C-derivable en ningtin punto:

Ejemplo 1.3. Consideramos la funcion f(z) = Z. Recuerde que Z es el conjungado de z: si z = x + iy entonces
zZ =x —1y. Fijamos un punto zy € C y veamos si f es C-derivable en zy. Tenemos

fzo+h) —flzo)=2+h—Z==+h—2=h

Luego el cociente incremental es ~
flzo+h)=f(z) R

h h

y debemos ver si este cociente tiene un limite cuando h — 0. Recuerde que h es un nimero complejo (no
necesariamente un niumero real). Vemos facilmente que

>

_{%:1 siheR,

’Th = —1 s h es imaginario puro es decir h € iR.

Luego, cualquier sea el punto zy, el limite del cociente incremental no existe cuando h — 0. Por lo tanto la
funcion zZ no es C-derivable en ningun punto de C.

Veamos otro ejemplo clasico de funcién no C-derivable en cualquier punto:

Ejemplo 1.4. Consideramos la funcion f(z) = |z|?. Si escribimos f como f(z) = 2Z y recordamos el ejemplo
anterior, podemos tener ya fuertes dudas sobre la existencia de la C-derivada de f. Fijemos un punto zy y
examinemos el cociente incremental:

flzo+h) = (20 +R)(Z0 + h) = 202 + 20h + hZ + hh = f(20) + 20h + h(Z + h).

Luego
f(z0 + 1) = f(z0)
h
Ya vimos en el ejemplo anterior que % no tiene limite cuando h — 0 por lo que podemos ya concluir que f no
es derivable en ningin punto zg # 0. Si zg = 0, este término desaparece y obtenemos

f(z0 + 1) = f(20)
h

que tiende a 0 cuando h — 0. Luego f es C-derivable en 0 con f'(0) = 0. En conclusion la funcion |z|* es
C-derivable tinicamente en 0. Note que f no es C-deriwable en C\{0} por culpa del z “escondido” en |z|?*.

h _
:ZQE+50+h.

=h

Estos tltimos dos ejemplos son muy importantes porque muestran que no cualquier funcion de C — C es
C-derivable en todo punto. De hecho, la regla intuitiva general es que si en la definicion de la funcion que
estamos estudiando aparece un z, aunque escondido como en el caso de |z|?, hay que tener mucho cuidado ya
que es probable que dicha funcion no sea C-derivable.



2. Propiedades

Las propiedades esenciales asociadas a la nocién de C-derivabilidad son las mismas que las asociadas a la
nocion de derivabilidad para funciénes de R en R. Informalmente:

= una funcién C-derivable en un punto es continua en este punto,

= las regas para derivar sumas, productos y composiciones son exactamente las mismas que para funciénes
de R en R.

Veamos la primera propiedad:
Proposicién 2.1. §i f : U C C — C es C-deriwvable en un punto zog € U entonces es continua en este punto.

Demostracion. La prueba es imediata a partir de (5) ya que pasando al limite z — zj en esta expresion obtenemos
que

lim f(2) = lm f(z0) + /'(0)(2 = 20) + (= = 20)=(z = 20) = f(20).

Z—r20

Reconocemos la definicién de ser continua en zj. O

Las demés propiedades tienen que ver con el manejo algebraico de la derivada, es decir: como derivar una
suma, un producto, un cociente y una composicion de funciones. Vamos a ver que para calcular derivadas usamos
las mismas tecnicas que para derivar funciones de R en R.

Proposiciéon 2.2. Supongamos que las funciones f,g : U C C — C son C-derivables en el punto zy € U.
Entonces las funciones f+ g, fg y f/g (si g(z0) # 0) son C-derivables en zy con

(f +9)(20) = f'(20) + g'(20),
(f9) (20) = [(20)9'(20) + f'(20)9(20), (7)
< )( ) = 9(20) f'(20) — f(Zo)g'(Zo)‘

9(20)?

Note que las formulas para derivar sumas, productos y cocientes son exactamente las mismas que para
funciones de R en R. Eso se debe simplemente a que la definicion (3) de la C-derivada como limite del cociente
incremental es formalmente la misma que la definicion de la derivadad de una funcién de R en R. Veamos por
ejemplo la prueba de la formula para el producto:

Demostracion. Escribimos el cociente incremental para fg intentando hacer aparecer los cocientes incrementales
para f y g. Primero

(f9)(z0+h) = (f9)(20) = f(z0+ h)glzo+h) = (20 + h)g(z0) + f (20 + B)g(z0) — F(0)g(z0)
= o+ h)(g(0+h) = g(z0)) + g(z0) (F (20 + 1) = f(z0))



Dividiendo por z — z;, obtenemos
(f9)(z0+h) — (f9)(z0) _ o+ h>9(2’0 +th) —glz) | g(ZO)f(Zo +h) — f(z)

Z — 20 Z— 20 Z— 20

Como f y g son C-derivables en zy por hipotesis, sabemos que los cocientes incrementales en el miembro derecho
convergen cuando h — 0 a ¢'(z0) vy f'(20). Luego el limite cuando h — 0 del cociente incremental para fg (el
miembro izquierdo) existe y tenemos la formula para (fg)'(2o).

Tambien podriamos haber usado la defiinicion (5) para probar este resultado: sabemos que

f(z0+h) = f(20) + f'(20)h + he1(h)

9f(z0 + h) = g(z0) + ¢'(20)h + hea(h)
donde las funciénes e1, ey verifican limy,_,ge1(h) = limy,_,ge2(h) = 0. Multiplicando estas dos expresiones, obte-
nemos

f(z0+h)g(20 + h) = f(20)9(20) + ha + he(h)
con
a = f(20)9'(20) + f'(20)9(20) y e(h) = ei(h) + ea(h).

Como la funcion e cumple que limy,_,oe(h) = 0, concluimos en vista de la definicion 1.2 que fg es C-derivable
en zo con derivada (fg)'(z) = a. O

Ejemplo 2.1. Combinando lo que vimos en los ejemplos (1.1) y (1.2), sabemos que las funcidnes z", n =
0,1,2, ..., son C-derivables en todo C con derivada (2") = nz""'. Aplicando la propiedad sobre la derivada del
producto obtenemos por ejemplo que (32°) = 3 x 5z* = 152* para todo z € C. En general una funcién de la
forma az" cona € C, n=0,1,2,..., es C-derivable con derivada (az") = naz""".

Aplicando la propiedad sobre la derivada de una suma, obtenemos que cualquier polinomio f(z) = ag+a1z+
asz? + ...+ a,2" con ag,ai, .., a, € C es C-derivable en todo C con derivada

f'(z) = a1 + 2a92 + 3azz® + ... + na, 2"t (8)
OJO! Para aplicar las formulas (7), hay que saber de antemano que f y g son C-derivables en zy. Sabemos
por ejemplo que las funciénes 2z, n = 0,1, 2, ..., son C-derivables en todo C pero que hay funciones que no son

C-derivables en cualquier punto (como z y |z|?). En caso de tener una duda sobre la C-derivablidad, la tnica
solucién consiste en volver a la definicion examinando el cociente incremental (3) o el desarollo tipo Taylor (5).

Proposicion 2.3. Supongamos que f : C — C es C-derivable en zy y que g es C-derivable en el punto f(zp).
Entonces la funcion compuesta go f es C-derwable en zg con

(g0 f) (20) = g'(f(20)) ' (20)- (9)
Por ejempo si tenemos una funcion i : C — C entera entonces la funciéon compuesta g(z) := h(z?) es entera
con ¢'(z) = 2zh/(2?).
La formula (9) es formalmente la misma que la formula para derivar una compuesta de funciones de R en R
que conocemos del CBC con la diferencia que ¢'(f(z0)) y f'(20) son numeros complejos.



3. Lo que hay que recordar

Definimos la nocién de C-derivada de una funciéon f : U — C de forma analoga a la definicion de la derivada

de una funcion de R en R: A B — F(z0)
/ Y zot+h)— J(zo
f(z0) = lim o

o de forma equivalente via un desarrollo tipo Taylor:
f(zo+h) = f(z0) + ah +e(h)h

(con limy,_,ge(h) = 0) y en este caso a = f'(zp).

Vimos que concretamente esta nocion de C-derivada verifica las mismas propiedades que la derivada comiin
de funciones de R en R (la derivadad de la suma es la suma de las derivadas ... ) y que cualquier polinomio es
C-derivable en todo C con derivada dada por (8). En cambio hay funciones que no son C-derivables en cualquier
punto, por ejemplo z. En general si en la definiciéon de la funcion aparece z, no se puede a priori afirmar nada
sobre la C-derivabilidad de dicha funcion y hay que volver a la definicion de C-derivabilidad.



