CALCULO AVANZADO PRIMER CUATRIMESTRE DE 2018

EJERCICIOS PARA ENTREGAR

Ejercicio 1.
i) Sea (ap)nen una sucesién monétona. Probar que:

(a) Si existe una subsucesién (an, )reny convergente a £ € R, entonces (a,)nen converge a £.
., Qué pasa si la subsucesién tiende a 0o?

(b) (an)nen converge <= (an)nen e€s acotada.
ii) Demostrar que cualquier subsucesién de una sucesiéon convergente es también convergente.

iii) Encontrar una sucesién no convergente (a,)nen que verifique que lim |a,, — apy1| = 0.
n—oo

iv) Analizar la situacién del inciso anterior pero con la condicién: lim |a,, — an4p| = 0 para todo
n—oo
peN.

Ejercicio 2. Una particién de N es una familia de subconjuntos F' = {P;};c; C P(N), no vacios tales
que UjerP; =Ny P, N P; = () para todos i,j € I, i # j.

i) Probar que si F' = {P;};,c; C P(N) es una particién, entonces I es contable, es decir, a lo sumo
numerable.

ii) Calcular #{F C P(N) : F' es una particién de N}.

Ejercicio 3.

d
i) Sea (X,d) un espacio métrico. Se define d'(z,y) = 1+((313£y)) Probar que d’ es una métrica en
T,y

X topoldgicamente equivalente a d (o sea, que ambas dan lugar a una misma nocién de conjunto
abierto). Observar que 0 < d'(x,y) < 1 para todo =,y € X.

ii) Sea (X,,d,)nen una sucesién de espacios métricos tales que para cada n € N vale que
0 < dn(zn,yn) < 1 para todo par de elementos x,, y, € X,. Para cada = = (zn)nen, ¥ = (Yn)neN

definimos:
= dn(xn’ yn)
d(z,y) = ZT
n=1
[e.e]
Probar que d es una métrica en el espacio producto X = HX”‘
n=1

iii) Sea (R, d) el conjunto de los niimeros reales con la métrica usual. Mostrar que aplicando i) y ii)
se le puede dar una métrica a RY.

iv) Sea A = {(zy)nen € RN : 1, > 1,41 para todo n € N} C RN, Calcular A.



Ejercicio 4.

i) Consideremos el espacio métrico (X,d) donde X = {f : R — [0,1] : f es continua} y d esta dada
por
d(f,9) = sup|f(z) = g(z)].
z€eR

Sea E ={f € X : f(0) € Q}. Probar que E es denso en X. ;jEs X separable?

ii) Consideremos C[0,1] = {f : [0,1] — R : f es continua} y en este espacio las distancias d; y doo
dadas por

1
doo(fi9) = sup |f(@)—g(@)] v di(f.g) = /O (@) - g()] da.

z€(0,1]

Sea id : (C0,1],d1) — (C[0,1],dx), ies continua? jy su inversa?

Ejercicio 5. Probar que el conjunto formado por las funciones continuas que tienen algtin intervalo
de monotonia tiene interior vacio en (Cla, b, doo).

Ejercicio 6. Calcular las componentes conexas y arcoconexas del siguiente subconjunto de R?

B1(0)\ {t <cos <17it> sen (&)) eR%:telo, 1)}

. Es localmente conexo?

Ejercicio 7. Consideramos en C[0, 1] la norma 1, esto es

1
£l =/0 |£(3)] ds.

Sea T : C[0,1] — C[0,1] el operador dado por

15w = [ s

Demostrar que ||T|| = 1.

Ejercicio 8. Sea a € (0,1] y sea

Ca[O,l]::{f:[O,l]%R: sup M<oo}.

z,y€[0,1], z#y ’J? - y|a

i) Probar que
flla = sup [f@)+ sup L@ =SW

z€[0,1] z,y€[0,1], z#£y |I’ - y‘a
es una norma en C[0, 1] y que hace de este espacio un espacio de Banach.
Observar que C?[0, 1] esta incluido en C]0, 1].
ii) Probar que
B={feC?0,1] : [[flla <1}

es compacto en C[0, 1].



Ejercicio 9. Probar que existe una tinica funciéon continua f : R — R que es solucién de la siguiente
ecuacién integral

f@) =2 [ Ky + 6(0)
donde K :R xR —- Ry ¢:R — R son continuas.
Ejercicio 10. Sea f : R” — R una funcién de clase C'. Probar que si existe p € R™ tal que f(p) =0

y Vf(p) # 0, entonces f se anula en infinitos puntos de R™. ;Y si solo le pedimos que f sea continua
y que exista Vf(p) en lugar de C'*?



