ANALISIS REAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2023

PRACTICA 0 - PRELIMINARES: CONJUNTOS Y FUNCIONES

Ejercicio 1. Sean (X;)ier y (Yj)jes dos familias de conjuntos. Probar que

(a) (sz) U( Yj) (XiUYj)
i€l jeJ (3,5)eIxJ

(b) (UXz>ﬂ UYJ) (XiNY;)
(3,5)EIxJ

(c) (ﬂx) X Y; (X; X Y;)
iel jeJ (i,5) EI><J

<@(UXJx<U% - U &ixy)

jeJ (i,)eIxJ

(e) SiI=JyViel setieneY; C X;, entonces

()< (Y » (07)=(0x)

(161 ,L) (ZEI Z) ( €A >

()
icA
F-UJxi=NF-x)y F-[x=UJF-X)

(g) Para cada conjunto F' se tiene:
i€l i€l i€l i€l

N

Ejercicio 2.

(a) Sean A, , n,k € N, conjuntos. Probar que

U N Ausc (U Au

keNneN neN keN

(b) Encontrar conjuntos A, , n,k € N, tales que

U M Aus# () U Aus

keNneN neN keN



Ejercicio 3. Sean (J;)icr, v (Xi)ier dos familias de conjuntos tales que |J J; = I. Probar
leL
que

MU&U<U&)

i€l leL \ieJ,

iel leL \ieJ,

(b) ﬂXi: ﬂ (ﬂ Xi)

Ejercicio 4. Si Ax B = (Al XBl)U(AQ X BQ) con (Al X Bl)ﬂ(Ag X BQ) =0, A1xB1 # O
y As X Bo # & entonces

(A:Al:AgyB:BlLJBQ)é(A:A1UA2yBlzBQZB).

Ejercicio 5. Sean f: E - F, ACE, BCE, C CF, DCF. Probar que
(a) ACB= f(A) C f(B)

(g) Si f es suryectiva, entonces f(E — A) D F — f(A)

(b) fF(AUB) = f(A)U f(B)
(c) f(ANB) C f(A)N f(B)
(d) Si f es inyectiva, entonces f(AN B) = f(A) N f(B)
(e) ACFHf(A)y fF(FH (D) CED
(f) Si f es inyectiva, entonces f(E — A) C F — f(A)
)
) [

(h) f7H(F-D)=E—fY(D)

Ejercicio 6. Sea f : E — F una funcién. Sean (X;);cr y (Yj)jes dos familias de subcon-
juntos de E y F respectivamente. Probar que
(&) f(UX:) = USf(X)
icl icl
(b) fINX3) € N f(X5)
el iel
(c) Si f es inyectiva, entonces f(()X;) = () f(X;)

el iel

(@) F7HNY) = NFHY)

JjeJ JjeJ
(&) FHUY) = Ui
JjeJ jeJ



Ejercicio 7. Dada una sucesién (E),)nen de subconjuntos de E, se define:

liminf £, = U ﬂ Ej (limite inferior)

n—oo
neNk>n
limsup E,, = ﬂ U Ei  (limite superior)
n—reo neNk>n

Probar que

(a) E—liminf E,, = limsup (E — E,,)
n—oo

n—oo

(b) E —limsup E,, = liminf (F — E,,)

n—o0o n—=00

(¢) liminf E,, C limsup E,

n—oo n—00
Si liminf F,, = lim sup F,, entonces se dice que existe el limite de la sucesién (E,)pen ¥ a

n—oo n—oo

este conjunto se lo denota por lim F,,. Probar que
n—oo

(d) Si Ept1 € E, Vn €N, entonces lim E, = () E,

n—oo neN

(e) Si B, C Eny1 VneN lim E, = | B,

n—oo neN

(f) Dada una sucesién (E,),en de subconjuntos de un conjunto E se define

Dy=0
Dpy1=D,ANE, YneN

Probar que existe lim D, siy sélo si lim F, = &.
n—oo n—oo

Ejercicio 8. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X se define x4 : X — {0, 1}

por
() = 1 z€ A
XA =10 x¢ A

(a) ACB & xa(z) <xplr)VzeX
(b) xanp(x) =xa(z).xB(z) Y eX

(c) xauB(x) = xa(z) + xB(x) — xanB(x) V2 e X

Ejercicio 9. Sea (E))nen una sucesién de subconjuntos de X y f : X — Y una funcién.
Probar que

(a) f(h;lnig.}f E,) Climinf f(E,)

n—oo

(b) f(limsup Ey,) C limsup f(£y)

n—oo n—oo



(C) f(ll;IIE)géf En) C lim sup f(En)

n—oo

(d) Si f es inyectiva, en (a) y (b) vale la igualdad.

Ejercicio 10. Sea E un conjuntoy f : P(E) — P(E) tal que A C B = f(A) C f(B).
Sean R={ZCFE: f(Z)CZ}yS={ZCE: f(Z)2 Z}. Sean también

v=z y w=|Jz

Z€ER Zes

Probar que

() f(V) =V y f(W) =W
(b) Si AC E es tal que f(A) = A, entonces VC ACW.

Ejercicio 11. Sea f : R — R una funcién acotada en el intervalo [a, b] con finitas discon-
tinuidades. Probar que f es integrable Riemann.

Ejercicio 12. Sea f : R — R una funcién acotada y monoténa en [a,b]. Probar que f es
integrable Riemann.

Ejercicio 13. Sea f : [0,1] — [0, 1] la funcién dada por

flx)=1 sizeQ
0 six ¢ Q.

Decidir si f es integrable Riemann.



