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Capitulo I

Numeros complejos y funciones

complejas

It shall be possible in every case to form the product of two right lines from one of its
factors in the same manner as the other factor is formed from the positive or absolute line
set equal to unity. That is:

Firstly, the factor shall have such a direction that they both can be placed in the same
plane with the positive unit.

Secondly, as regards length, the product shall be to one factor as the other factor is to the
unit. And,

Finally, if we give the positive unit, the factors, and the product a common origin, the
product shall, as regards its direction, lie in the plane of the unit and the factors and diverge
from the one factor as many degrees, and on the same side, as the other factor diverges from
the unit, so that the direction of the angle of the product, or its divergence from the positive
unit, becomes equal to the sum of the directin angles of the factors.

Caspar Wessel (1745-1818) en [19].
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1. Conceptos basicos

1.1. El cuerpo de niimeros complejos
Definimos sobre el R -espacio vectorial R? un producto, de forma que para cada

par (x,y), (x',y") de vectores en R?,
X,y =xx' —yy, xy' +x'y) (I.1)

La funcién x € R — (x,0) € R? identifica a R con un subespacio de R?, y escribire-
mos x al vector (x,0) € R? en lo que sigue. En particular 1 = (1,0) es la unidad para
la multiplicacién (I.1). Si definimos i = (0, 1) resulta que i* = —1, y que todo vector

en R? se escribe de forma tinica como x + iy con x, y € R.

Proposicién 1.1. Con la suma usual y el producto (1.1), el R-espacio vectorial R? es

un cuerpo.

Notamos por C al cuerpo (R?,+,-,1) y lo llamamos el cuerpo de los niimeros
complejos. Un elemento de C se llama un niimero complejo, que solemos notar

genéricamente por z.

Demostracion. Por su definicion, estd claro que el producto que definimos en C
es R-bilineal, es ademds conmutativo porque el producto en R lo es, es una veri-
ficacion directa ver que este producto es también asociativo, y ya vimos que 1 es
la unidad multiplicativa. Resta ver que todo niimero complejo no nulo admite un

inverso multiplicativo. Dado z = x + iy € C no nulo, el lector debe verificar que

-1_ A7y

Z =
X2+ y?

es el nimero complejo buscado. <

Dado un niimero complejo z = x+ iy € C, la norma de z es el numero real no
negativo \/x2 + y2 que notamos | z|, y no es otra cosa que la norma usual del vector

(x, y) € R%. El niimero complejo conjugado de z es el niimero complejo x — iy que
y
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notamos z. Parte de la demostraciéon anterior afirma entonces que si z # 0,

4z

z=—
| z|?

es el inverso multiplicativo de z. Decimos que x es la parte real de z y escribimos
Rz = x, y decimos que y es la parte imaginaria de z y escribimos 3z = y. El R-
espacio vectorial R? estd munido de un producto interno usual que se transporta
a C. Dado otro niumero complejo w = x' + iy, una verificacién inmediata prueba
que (z, w) = R(zw).

El conjunto C es un espacio métrico completo con la métrica entre vectores
z,w € C dada por

d(z,w) =|z—w|,

que llamamos la métrica usual. Ademas, vale que el producto C x C — C es una
funcion continua, pues para cada z, w € C vale que |zw| = |z||w|. Por otro lado, la
conjugacién C — C es un homomorfismo de cuerpos, pues 1 =1y 0 =0y, dados

z,w € C, vale que

Zw=2z y zZ+w=z+w,

que ademds fija puntualmente a R. El lector deberia verificar la validez de las si-

guiente propiedades para z, w € C; la primera de ellas extiende nuestra ultima

afirmacion.
1) z=z < z€R. (5) {z, w) = (zZ, W)
(2) Rz= %(“Z) 6) (2, w)?+(iz,w)* = |z*|wl’
3) C3z=%(z—2) (7) Kz, w)| < lzllwl
4) z=2z 8) lz+ wl? =1zl> + 2(z, w) + |w|?

1.2. Funciones con valores complejos
Sea X un espacio métrico. Notamos por 6 (X) al conjunto de funciones conti-

nuas [ : X — C, y lo llamamos el espacio de funciones continuas sobre X. Un
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elemento de €' (X) es una funciéon compleja sobre X; cuando X este implicito por
contexto, hablaremos simplemente de funciones complejas. Dadas dos funciones
f,8 € €(X)yAeC, quedan definidas funciones f+ g, f- gy Af, también conti-

nuas, de modo que para x € X,
(f+8)x) =f(x)+gx), (f-8)x)=f(x)gx), AN x) =Af(x).

Llamamosa f+ glasumade fyg,a f-g el productode f ygyaAf el producto
escalar de A con f. Es inmediato que la suma y el producto por escalares asi de-
finido le da a €' (X) una estructura de C-espacio vectorial. Ademads, la asignacion
C — ¥ (X) que lleva A € C a la funcién con valor constante A, que también nota-
mos A, identifica a C con un subespacio de ¢ (X) de forma que el producto escalar
de A con f es el producto de la funciéon constante A con f. Mads aun, el producto
de € (X) es C-bilineal y conmutativo, y tiene unidad la funcién constante 1, que
le da a € (X) la estructura de una C-4lgebra conmutativa.

Fijemos una funcion compleja f sobre X. La partereal de f esla funcion Rf :
X — Rtal que Rf(x) =R(f(x)) para cada x € X, y la parte imaginaria de f es la
funcion Sf : X — R tal que S f(x) = S(f(x)) para cada x € X. De las definiciones
deducimos que f queda univocamente determinada por su parte real y su parte
imaginaria, y es costumbre notarlas por u y v, respectivamente, asi tenemos la
igualdad f = u+ iv en € (X). La funcién conjugada de f es la funcién f: X — C
tal que f(x) = f(x) para cada x € X, y el médulo de f es la funcién | f|: X — R tal
que | f|(x) = |f(x)| para cada x € X.

2. El plano complejo extendido

2.1. Proyeccion estereografica
El R-espacio vectorial C se identifica con subespacio de R? via la funcién lineal

z=x+iy € C— (x,7,0) € R3. Notamos por N al polo norte (0,0,1) de la esfera
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unidad S? en R3 y definimos la proyeccién estereogrdfica desde N como la funcién

m:82~N—C
xX+iy

N
Proposicion 2.1. La proyeccion estereogrdfica desde N es un homeomorfismo y su
inversa estd dada por
0:C— S*°~N
2Rz 23z |z]2 -1
1+]z12" 14212 |z12+1)°

Notemos que para v € S>~ N el punto 7(v) no es otra cosa que la interseccion

de la recta que pasa por vy N con C.

Demostracion. Por construccion tanto 7 como 8 son funciones continuas, donde
S? estd munida de la métrica usual entre puntos de R® y C con la métrica usal
entre puntos de R?. Dejamos al lector la verificacién de que son inversas una de la

otra. <

La proposicién anterior le da a C una nueva métrica d, conocida como la mé-

trica cordal, inducida por la métrica de S? tal que

c/i\(z w) _ 2|Z_ W|
(412 A+ w22

y prueba que los abiertos de esta métrica coinciden con los abiertos de la métrica

usual.

2.2. El punto en el infinito
Escribimos co a un elemento fuera de C, que llamamos el punto en el infinito, y
notamos por C* al conjunto C U {oo}. Extendemos la definicién de las funciones =

y 8 de forma que

7(0,0,1) =00 y 0(oc0) =(0,0,1).
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Definimos una base de entornos abiertos de co en C* por el conjunto de anillos
infinitos

A(r)={zeC:|z| > r}U{oo}

para r > 0 de modo que una sucesion (z,) € C* tiende a co si y solamente si, para
todo r > 0 estd eventualmente en A(r). Notemos que, con esta extension de 7 y 0,
obtenemos para z € C que

A 2
da , e —
(Z OO) (1+|Z|2)1/2

por lo que segiin nuestra definicién anterior, (z,) € C converge a co siy solamente
sid| (zn,00) — 0. Notemos, ademas, que si (v;) es una sucesion en S2 que converge
a (0,0,1), suimagen en C* converge a co. Reciprocamente, si (z,;) es una sucesiéon
en C* que converge a oo, suimagen en S? converge a N. Est4 clara ahora la validez
de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2. Las funciones extendidas
m: 8> —C¥, 0:C* — §°

son homeomorfismos inversos.

Esto prueba que C* es un espacio métrico compacto, en particular completo,
y que contiene a C como un subespacio abierto denso. Recordemos que en es-
te caso el espacio métrico C* se llama la compactificacién por un punto de C o
compactifiacion de Alexandroff de C, y la propiedad anterior lo caracteriza univo-

camente. Es usual llamar al espacio métrico C* la esfera de Riemann.

Proposicion 2.3. La proyeccion estereogrdfica desde N lleva circulos en la esfera a

circulos o lineas en el plano complejo, y reciprocamente.

Demostracion. Consideremos primero un circulo en la esfera, que se obtiene in-

tersecdndola con un plano IT de ecuacion

Ax+By+Cu=D.
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Usando ahora coordenadas z= x+ iy en C con 8, obtenemos la ecuacién
(C—D)(x*+y*) +2Ax+2By+D—-C =0,

que es una recta si C = D y es un circulo en otro caso. Reciprocamente, volviendo
sobre nuestros pasos obtenemos que toda linea o circulo en el plano complejo es
la imagen de un circulo en la esfera. Ademas, el plano I1 pasa por N siy solamente
si C = D, que prueba que las rectan se obtienen de los circulos que pasan por el

polo norte, y que los circulos se obtienen de los restantes. <

Ejercicio 2.1. Dado un plano arbitrario como el de la demostracion, ;cudles son
condiciones necesarias y suficientes sobre A, B,C y D para asegurarse que su in-

terseccion con la esfera es un circulo?

La funcién continua C* — C* tal que z— z~!

siz#0,0oytalque0—ocoe
oo — 0 nos permitira transportar definiciones usuales en C a definiciones en un
entorno de co, como veremos mas adelante.

Extendemos parcialmente las operaciones de C a C* de forma que z+ oo =
z —o00 = oo para todo complejo z € C. Definimos también para z # 0, z- 0o = o0,
00 - 0o = oo. Finalemente, ponemos z/oco =0, co/z = 00, y z2/0 = 0o, en este Ultimo

caso asumimos que z # 0.

3. Derivadas complejas

3.1. Definicién y propidades elementales
Fijemos un conjunto abierto Q2 de C, una funcién f : Q — C y un punto c € Q.
Decimos que f es derivable en c si existe una funcion f; : Q — C, continua en c,
tal que

f@)=flo)+ filz)(z— o).
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En tal caso notamos f’(c) al namero fi(c) y lo llamamos la derivada de f en c.

Esta condicion equivale a que exista el limite

m flc+h)—f(c)

1.2
h—0 h 1.2)

que en tal caso es igual a fi(c). De la definicion deducimos que si f es derivable
en ¢, es continua alli.

Todas las reglas usuales de cdlculo para derivadas reales valen para las deriva-
das de funciones complejas, y la demostracion de su validez es idéntica a la que

damos en el caso real, por lo que la que la omitimos.

Proposicion 3.1. Sea g : Q) — C otra funcion, y supongamos que f y g son ambas

derivables en c € Q).

(1) C-linealidad. Si A € C entonces f + Ag es derivableen c y
(f+18)(c) = f'(c) +Ag'(c).
(2) Regla de Leibniz. El producto f g es derivable en c y

(fg)(c)=f'(c)glo) + fle)g (o).

(3) Cocientes. Si g(c) #0, el cociente f| g es derivable en c y

f'(c)gle)- fle)g' (o)

(f/g) (C) = g(C)2

(4) Regla delacadena. Si h:Q; — Q esderivableen c; y h(cy) = c, entonces goh
esderivableenc, y
(goh)'(c) =g'(e)- h' (e

Como ejercicio, el lector puede verificar que todo polinomio complejo es deri-
vable en cualquier punto de C, y que su derivada compleja se calcula de la misma

manera que en el caso real. Asi, por ejemplo, la derivada de z* es 2z.
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Decimos que f es holomorfa en c si es derivable en un entorno abierto de c, y
que es holomorfa en () si es holomorfa en cada punto de Q. Por definicién resulta
que el conjunto de puntos de 2 donde f es holomorfa es un conjunto abierto.

Una funcion holomorfa en C se dice entera.

3.2. Relacion con la derivabilidad real
Dado que f es una funcién de un abierto de R? a R?, tiene sentido considerar
la derivabilidad real de f tanto como su derivabilidad como fue definida en la
seccion anterior. Escribimos, como antes, u=Rfy v =Sf.

Recordemos que f es R-diferenciable en c si existe una transformacion lineal

T :R? — R?, que llamamos la derivada total de f en c y notamos D f(c), tal que

lim |f(c+h)—f(c)-Df(c)(h)] —o.
h—0 |h|

Recordemos, también, que si esto vale tanto u# como v admiten derivadas parcia-

les en ¢, y que la matriz de D f(c) en la base canénica de R? est4 dada por

a—u(C) a—u(C)
e

a (c) @ (c)

La relacion entre la derivabilidad y la R-diferenciabilidad de f es el contenido de
la siguiente proposicion.
Proposicion 3.2. Son equivalentes

(1) f esderivableen c,

(2) f esR-diferenciable en c y vale que
a—u(c‘) = @(C) G_u(c) = —@(C) (1.3)
ox 0y Y oy~ ox '
(3) f esR-diferenciable en c y la derivada total de f en c es C-lineal.

En tal caso f’(c)—a—u(c)+i@(c)—@(c)—ia—u(c)
’  0x ox 0y oy
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Llamamos al par de ecuaciones (1.3) las ecuaciones de Cauchy-Riemann para

fenc.

Demostracion. Supongamos que vale (1). En primer lugar, la funcion f es R-diferenciable
en c: en efecto, la multiplicacién por el escalar f/(c) es una transformacion C-

lineal y luego R-lineal, y si la notamos T : C — C, sabemos que

m flc+h)—f(c)-T(h)

=0.
h—0 h

En el limite (I.2) podemos considerar el caso en que & se aproxima a cero por la
recta real o por la recta imaginaria. Si ¢ = a + bi, en el primero de los casos, tal

limite es igual a

_ u(a+t,b)—u(a,b) .via+t,b)—v(a,b)
ltl—r»% t i t

y en el segundo es igual a

. u(a,b+t)—u(a,b) v(a,b+t)—v(a,b)
lim - + .
—0 It t

Esto prueba, primero, que existen las derivadas parciales que aparecen en (I.3)
y segundo, que tales ecuaciones valen, por lo que (1) = (2). Supongamos que
tales ecuaciones valen y que f es R-diferenciable en c. La transformacion lineal
Df(c) es tal que

Df(e)(1) = a—()+ () Df( )(')—@(Hi@()
c z c), o)) = ——(c ayc,

y es C-lineal siy solamentesiiD f(c)(1) = D f(c)(i), que no es otra cosa que unare-
escritura de las ecuaciones (I.3). En este caso, D f(c) es la transformacion C-lineal
dada por la multiplicacién por A = Df(c)(1), y la condicién de R-derivabilidad
dice que

_ —1h _
|f(c+h)—f(c) | lm fle+h)—f(o)

lim =0 esto es, que

=A.
h—0 | h| h—0 h
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Concluimos que f es derivable en ¢ y que f’(c) = Df(c)(1), que, junto con las

ecuaciones de Cauchy-Riemann, dan la ultima afirmacion de la proposicion. <«

Una transformacion lineal T : C — C se C-antilineal si la transformacion li-
neal z— T(z) es C-lineal. El siguiente lema nos permitird dar una escritura ge-
neral y conveniente de la derivada total de f en ¢ en términos de sus derivadas
parciales, y también obtener una reescritura muy compacta de las ecuaciones de

Cauchy-Riemann.

Lema 3.3. Sea T : C — C una transformacion R-lineal. Existen tinicos escalares
A, peC tal que
T(z) =puz+Az.

Ademads, T es C-lineal si y solamente si A = 0, y es C-antilineal si y solamente si
@ = 0. En el primer caso T es la multiplicacion por T (1), y en el segundo caso T es

la conjugacion seguido de la multiplicacion por T(1).

Demostracion. Dado z = x + iy, la R-linealidad de T garantiza que

T(z) = xT)+yT(®)
B Z+2T(1)+Z_ZT(')
2 2i

_ %(T(l)—iT(i))z+%(T(l)+iT(i))Z

= uz+Az.

Esto prueba la existencia y la unicidad de tales escalares, pues se obtienen de los
valores T'(1) y T(i), que determinan y estidn determinados univocamente por 7.
Ademés u=0siysblosi—iT(1)=T(i),yenestecasoA=T(1),y A =0siysoélo si
iT(1)=T(i), yeneste caso u = T(1), que da la segunda parte del lema. <

Definimos la derivada de | respecto de x en c y 1a derivada de f respecto de y
en c por
of of

—(C)—a—u(6)+i@(6) —(C)—a—u(0)+i@(0)
dx = 0x 0x Y dy ~  dy oy
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respectivamente. Notemos que no son otra cosa que D f(c)(1) y D f(c)(i), asi apli-
cando el lema a la funcién lineal D f(c), obtenemos que para todo z € C vale la
igualdad

of

_9 0229 oz
Df(©)(2) = 3-(0)z+ = ()2

donde

of .~ 1(of of ) of _l(af of )
Oz(c)_Z(ax(C)+ldy(C) Yo iZ972(6:97 5,9

son los escalares u y A del lema, respectivamente. Los llamamos la derivada de f
respecto de z en c y la derivada de | respecto de Z en c. Con esta notacion, una

reformulacion de la Proposicion 3.2 es la siguiente.
.y : . : : . af
Proposicion 3.4. f esderivableen c siy solamente si esR-diferenciabley 3z (c)=0.
z

Llamamos a 2 y 2 los operadores de Wirtinger. Un céalculo muestra que am-
0z 7 0z

bos son C-lineales y verifican la regla de Leibniz, y que ademads

0z 0z
== 0
0z 0z
Esto permite el célculo de derivadas parciales de funciones de forma més efectiva

que usando el cociente (I.2). Por ejemplo, si f(z) = |z|? = zZ, entonces

9 &= %) =
0z Tz

0
asi f es derivable so6lo en ¢ = 0. En ese caso, como a—f(c) =¢, f'(0)=0.
z

3.3. Funciones conformes
Una transformacion lineal inyectiva T : C — C preserva dngulos si para cada par

de niimeros complejos no nulos z, w € C, vale que

<Tz Tw>_<z w>
|Tz|" | Tw] 1zl \w| /"
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Diremos que T preserva la orientacién sila matriz de T en la base canoénica tiene
determinante positivo, y que T invierte la orientacion si esta matriz tiene deter-

minante negativo.

Lema 3.5. Una transformacion lineal inyectiva preserva dngulos si y solamente si
esC lineal o C-antilineal, y en el primero de los casos preserva la orientacion, mien-

tras que en el segundo la invierte.

Demostracion. Sea T : C — C inyectiva, y supongamos primero que preserva an-
gulos. Como 1 e i son ortogonales, los nimeros T(1) = x+ iy, T(i) = x' + iy’ son
también ortogonales, y lo mismo es cierto para T(1—i) y T(1+i). La primera con-
dicién implica que T'(1) es un multiplo escalarde i T (i) = —y'+ix’, y de la segunda
obtenemos que x%+ y2 =x?%+ y’z, asi T(1) y T(i) tienen la misma norma. Resulta
entoncesque T(1) =iT(i)oque T(1) = —iT(i): enel primer caso T es C-antilineal,
y en el segundo es C-lineal. Notemos, ademds, que en el primer caso el determi-
nante de T es —|T(1)|?, y en el segundo caso es | T(1)|2.

Si, por otro lado, T es C-lineal o C-antilineal, sabemos que z— T(z) 0 z —
T(z) eslamultiplicaciéon por T(1) € C. Es inmediato verificar ahora que T preserva
angulosy, nuevamente, que su determinante es | 7(1) 12 enel primer caso, en el que

preserva la orientacion, y en el segundo caso es —|T'(1) 12, en el que la invierte. <«

Una transformacion lineal T : C — C que preserva los dngulos y la orientacion
se llama una transformacion lineal conforme. Decimos que f es conforme en c

si su derivada total en ¢ es una transformacion lineal conforme.

Proposicion 3.6. La funcion f es conforme en c si y solamente si es derivable en c

y f'(c) #0.

Demostracion. Si f es conforme en c, entonces D f(c) es C-lineal, por lo que f es
derivable en c. Como D f(c) es inyectiva, es un isomorfismo, y su determinante,
que es | f'(c)|?, es no nulo. Si, por otro lado, f es derivable en cy f'(c) # 0, deduci-
mos que D f(c), que es C-lineal, es un isomorfismo. Luego es inyectiva, y ya vimos

que preserva angulos. <
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Siy1,y2:(—€,&) — Q son curvas diferenciables que se intersecan en c, defini-
mos el dngulo entrey, yy, en c como el dngulo entre ¥ (c) y 75 (c). Notemos por
f«Y1YV f«Y2 alas curvas obtenidas al postcomponer a y; y y2 con f. El resultado

anterior y la regla de la cadena prueban el siguiente resultado.

Corolario 3.7. Si [ es conforme en c, el dngulo entrey, yy2 y el dngulo entre f.y;

¥ f+Y2 en c coinciden.

4. Funcionesen C*

4.1. Funciones continuas en el infinito
Consideramos ahora el espacio de funciones continuas 4 (C*). Dado que C es un

subconjunto abierto y denso de C*, tenemos una funcién de restricciéon
r:€C*")— €0

que es inyectiva. Veamos cual es su imagen.

Proposicion 4.1. Una funcién continua f : C — C es la restriccion de una funcion
continua en C* si y solamente si existe y es finito L = lim,_., f(2). En tal caso, la

extension F de f aC* es tal que

f(z) sizeC,
F(z) =
L Si z=o00.

Demostracion. Supongamos que [ es la restriccion de una funcion definida en
todo C*. Como F(oco) € Cy como F es continua en oo, resulta que lim,_., f(z) =
F(00), que prueba que L existe y es igual a F(oc0).

Reciprocamente, si existe tal limite, la definicion de F que hicimos en el enun-
ciado del teorema pone en evidencia que F es continua en co. Como f es continua

en C, esta extension es continua en todo C*, como queriamos. <

Dada una funcién f: O — C donde Q2 contiene un entorno perforado de co en
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C, serd usual mds adelante que usemos la notacion f(oo) para lim;_.o, f(z), siem-
pre que este limite exista (posiblemente en C*). El lector deberia poder probar
las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones son similares a la de la tltima

proposicion.

Proposicion4.2. SeaQ unabiertodeC,ceQy f:Q~c— C continua. Silim,_.. f(z) =
0o, existe una tinica extension de f a una funcion continua F : Q — C* tal que
F(c) = oo.

Proposicion 4.3. Sea Q* un abierto en C* que contiene acc y sea ) el abierto de C

correspondiente. La funcion de restriccion
r:é€Q") —€1Q)

es inyectiva, y su imagen consiste de las funciones f en € (Q) para las que existe y

es finitolim,_.o f(z2).

4.2. Elcuerpo de funciones racionales en C*

El espacio de funciones continuas C — C* no se presta a una descripcion simple
como el caso del espacio ¢ (C*). Contiene, sin embargo, un subespacio de fun-
ciones que serd suficientemente ttil para nuestros fines. Veremos mds adelante
resultados tedricos que hardn mdés concreta esta afirmacion.

Una funcion racional es un cociente f(X) = p(X)/q(X) de polinomios p, g €
C[X], donde g esno nuloy (p, g) = 1. Toda funcién racional f define una funcién
continua C~ Z — C, que tambien notamos por f, donde Z es el conjunto de rai-
ces de g. Aunque lo demostraremos mas adelante, asumimos conocido el hecho
que, si g tiene grado d, existen A,¢1,...,¢{; € C con s < d y naturales my,..., m; tal
que }}_, m; = d de forma que q(X) = A(X - ¢1)™ ...(X = &)™ . Asi Z = {¢,...,¢
y la funcion f esta definida salvo en finitos puntos de C. Sea p el coeficiente prin-

cipal de p.

Proposicién 4.4. Existe una tinica extension de f a una funcién continuaF : C* —
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C* tal que F(w) = oo para w € Z y tal que

;

0 sidegp <degq
Floo)={ uA~! sidegp=degq

o0 sidegp >degq

Llamamos al conjunto de todas las funciones C* — C* obtenidas de esta ma-

nera el cuerpo de las funciones racionales y 1o notamos C(z).

Demostracion. Veamos primero que lim;_.s f(z) = co para cada raiz ¢ de g. Dado
s € Z podemos escribira f como (z—¢) """ h(z) donde h(z) es una funcién racional
que no se anula en s y m > 0 es un namero natural. Como # tiene limite finito
cuando z — s, es suficiente que probemos que lim,_.;(z—¢)™"" = oo cuando z — ¢,
y esto es inmediato. Es igualmente de inmediato verificar que F(oo) es igual al

limite de f en oo, por lo que queda demostrada la proposicion. <

El siguiente resultado justifica el nombre que le dimos al espacio C(z).
Proposicion 4.5. El conjunto C(z) es un cuerpo.

Demostracion. Sean f(X) y g(X) funciones racionales, y notemos por fy g a las
funciones que definen en C*. Definimos la suma de la funcién f + g como la fun-
cién racional que define f(X) + g(X), y el producto f - g como la funcién racional
que define f(X)g(X). Ellector puede verificar que la funcién racional 1 es la iden-
tidad para el producto, que la funcion racional 0 es la unidad para la suma, y que
estas dos operaciones hacen de C(z) un cuerpo, donde si f(X) es una funcién
racional no nula, su inversa multiplicativa estd dada por la funcién racional que
define f(X)_l. <

4.3. Transformaciones de Mdbius

Lema 4.6. Si una funcion racional en C* es inyectiva, estd definida por el cociente

de dos polinomios de grado a lo sumo 1.
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Demostracién. Sea f una funcién racional en C*, y supongamos que estd definida
por f(X) = p(X)/qg(X). Si p tiene grado mayor a dos, entonces [ se anula en dos
puntos distintos, y luego no puede ser inyectiva. Andlogamente, si g tiene grado
mayor dos, entonces f toma el valor co en dos puntos distintos. Asi p y g tienen

ambos grado a lo sumo 1. <

Notemos que si f = p/q es una funcion racional inyectiva, donde p y g son de

grado alo sumo 1, entonces

(1) Si p es constante entonces ¢ es de grado 1, y viceversa.

(2) Sip=az+by q=cz+d sonambos no constantes, no tienen raiz comun, asi

pues ad — bc # 0.
Llamamos a una funcién racional biyectiva T: C* — C* de la forma

az+b
cz+d

T(z) =

una homografia o transformacién de Mobius, y escribimos Mob(C*) al conjunto
de todas ellas. Por lo anterior, la condicién que T sea biyectiva es equivalente a

ac—db # 0y, en este caso, su inversa es

—-dz+b

T (2) = .
cz—da

Las homografias forman un grupo con operacién la composicién usual de funcio-

nes, esto es:

(1) la composicion de dos homografias es otra vez una homografia,
(2) la composicion es asociativa,
(3) la composicion tiene elementro neutro, la homografia identidad vy,

(4) toda homografia tiene una inversa para la composicion.

Notamos por GL(2,C) al conjunto de matrices complejas inversibles de 2 x 2, y

lo llamamos el grupo general lineal —como su nombre lo indica, es también un
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grupo, con operacion el producto usual de matrices, y unidad la matriz identidad.
Este grupo de matrices inversibles y el de homografias se relacionan mediante

una funcién sobreyectiva

®: GL(2,C) — Mob(C")
AHZ + Alg

D(A)(2) T2t A

Si®(A) = T, diremos que A representa a T. El lector puede verificar que para cada

par de matrices A, B € GL(2,C), vale que

(1) ®(AB) = D(A) o D(B),
(2) ®(A1) =idc+,
(3) ®(A) =idc+ siysOlosi A= A1.

La seguna condicion prueba que si nos restringimos al conjunto de matrices
inversibles de 2 x 2 con determinante 1, que notamos SL(2,C) y llamamos el gru-
po lineal especial, nuestra funcion @ sigue siendo sobreyectiva: si T es una homo-
grafia y ®(A) = T, podemos tomar u € C tal que u? = det A, y entonces A’ = u~ 1 A
tiene determinante 1y por (1) y (2), representa también a T. Ademads, SL(2,C) es
un subgrupo de GL(2,C): contiene a la identidad, y el producto de dos matrices
con determinante 1 tiene, otra vez, determinante 1.

Si tomamos ahora A, B € SL(2,C) que representan a 7T, existe A € C tal que
AA = B, yluego, tomando determinantes, resulta que A2=1,asil=10-1. Luego,
el grupo de homografias Mob(C*) estd en biyeccién con el conjunto de clases de
equivalencia de SL(2,C) parala relacion A~ B < A = +B, que se nota PSL(2,C)
y se llama el grupo projectivo lineal especial. Nuevamente, como su nombre lo
indica, es un grupo, y la operacion estd inducida por el producto de matrices: da-
das dos clases {A,—A,} y {B, —B}, su producto es la clase {AB, — AB}.

Una homografia de la forma ¢,(z) = z + a se dice una translacién de direccion
a, una de la forma hy(z) = bz con b € R se dice una homotecia de factor b, una
i0

de la forma ry(z) = €'’ z es una rotacion de dngulo 0, y 1(z) = z ! esla inversién a

través del circulo unidad. Por simplicidad, hablaremos de translaciones, homo-
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tecias e inversiones, y permitiendo que b sea complejo en hj para incluir a las
rotaciones. Notemos que las matrices

L) ) o)

representan a f,, hy, e 1, respectivamente. El lector deberia verificar que valen las

siguientes relaciones entre estas homografias:

(1) hgoty=tapohy,
(2) hgot=10ohyq,

La siguiente proposicién muestra que estas tres transformaciones elementales

son suficientes para obtener cualquier otra homografia.

Proposicion 4.7. Toda homografia es una composicion de traslaciones, homote-

cias e inversiones. Mds precisamente, sea T es una homografia:

(1) Si T(oco) = oo, entonces T = hy o t, para ciertos A,u € C, y esta escritura es
u P H y
unica.
(2) SiT(oo) =A€eC,entoncesT = tyohyotot; para ciertos i1, T € C, y esta escritura
U p H y

es unica.

Demostraciéon. Supongamos que T estd representada por A = (‘Cl Z) condetA=1.
Entonces T fija a oo exactamente cuando ¢ = 0y, en ese caso, T = h) o t, donde
A=T1)-T(0)ypu=T(0).Si, porotrolado, ¢ # 0, como det A = 1 podemos escribir

T2 1 1 N a
Z)=——m—————— + —,
c2z+dc! ¢

que da una escritura de T como composicién de translaciones, una inversion y
. a . .
una homotecia, como dijimos, donde A = —. Para ver la unicidad, supongamos

c
que tenemos una igualdad

fpohyototy =tyohyototy.
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Por la tltima observacién A = A’ = T(c0), por lo que

tohyyyoty =tohy oty
por la relacion (2) antes de la proposiciéon. Cancelando ¢, resulta que

hu’/u = lg/—1.
Como hy;,(0) = 0, f_; es una traslacién que fija el origen, asi 7 = 7/, y luego
p=u. <

Lo anterior prueba que toda homografia depende solo de tres parametros, la
siguiente proposicion nos da otra forma, un poco més ttil, de entender este feno-

meno.

Proposicion 4.8. Sean z1,zp y z3 puntos distintos en C*. Existe una tinica homo-

grafia T :C* — C* tal que
T(z;) =0, T(zp) =1, T (z3) = oo, a saber,

_ (z—21) (20 — 23)
(z—23)(22— 21)

T(2)

En particular, para cada par de triples (z1, z2, z3) y (w1, We, w3) de ntimeros distin-

tos en C*, existe una tinica homografia T tal que
T(z1) = wy, T(z2) = wy, T(z3) = ws,

y se obtiene al despejar w de la igualdad

(z—2z1)(z2—23)  (w—w1)(w2— ws)

— (1.4)
(z—2z3)(22—21) (W—w3)(wr—wq)

Notemos que en el caso que alguno de z;, 22 0 z3 es oo, tenemos que transfor-



I 4. FUNCIONES EN C* 21

mar a T en forma acorde. Por ejemplo, si z3 = oo,

Z—21

T(z) = .
29— 21

Demostracion. No hay mds que hace que evaluar a T en los puntos dados para
verificar que cumple la condicién pedida. Si S es otra homografia que cumple
esas condiciones, R = TS~! es una homografia que fija 0,1 e co. Como R(c0) = 00,
R es una homotecia seguida de una traslacion, y como R fija el origen y al 1, R

debe ser la identidad. <

4.4. Razoén doble e inversion
Dada una 4-upla (z, z1, 22, z3) de nimeros distintos en C*, definimos la razén do-
ble (z,z1; z2,2z3) usando el lado izquierdo de (I.4). Deducimos inmediatamente

parte de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.9. Toda transformacion de Mobius preservas las razones dobles. Re-
ciprocamente, toda transformacion de la esfera a si misma que preserva las razones

dobles es una transformacion de Mobius.

Demostracién. Sea T : C* — C* una transformacion de Mobius y tomemos cua-
tro puntos distintos z, z1, 22, z3 en C*. Sabemos entonces que T queda determina-
da despejando w de (1.4), y esto prueba que (z, z1; 22, z3) = (Tz, Tzy; Tz, Tz3). Re-
ciprocamente, si T : C* — C* es una transformacioén que preserva razones dobles
sea wy; =T(0), wp=T()y w3 =T(o0). Si z ¢ {0,1,00} entonces z = (z,0;1,00) =
(T(2), wy; wo, w3) que permite despejar T'(z) como la inversa de una transforma-
cién de Mobius. <

Ya sabemos que toda transformacién de Mobius es una composicién de trasla-
ciones, homotecias e inversiones. Es inmediato que las dos primeras llevan circu-
los a circulos y rectas a rectas. Para probar la siguiente proposicion, es suficiente

que veamos que la inversion lleva circulos y rectas a circulos o rectas.

Proposicion 4.10. Las transformaciones de Mobius llevan circulos y rectas a circu-

los o rectas.
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Si consideramos a las transformaciones de Mébius como automorfismos de
S$?, la proposicién dice que llevan circulos a circulos, donde las rectas quedan re-

presentadas por los circulos que pasan por el polo norte.

Demostracion. Como dijimos, es suficiente que probemos que la inversion lleva
circulos y rectas a circulos o rectas. La ecuacion general de un circulo o una recta
en C estd dada por

A(X*+y*)+Bx+Cy+D=0,

donde A =0 0 A # 0 acorde a si nuestro conjunto es una recta o un circulo, res-
pectivamente. Si dividimos la ecuacién anterior por x? + y* y pasamos a las coor-

denadas dadas por z~! = (x/, ), obtenemos la ecuacién
A+Bx' -Cy + D" +y? =0,

que es otra vez la de un circulo o una recta. De hecho, esto prueba que la imagen
de circulo que pasa por el origen bajo la inversion es una recta que pasa por el
origen, y que la imagen de un circulo que no pasa por el origen es otro circulo.
Prueba, ademads, que la imagen de una recta que pasa por el origen es otra recta
que pasa por el origen, y que la imagen de una recta que no pasa por el origen es

un circulo que pasa por el origen. <

Tomemos tres puntos distintos z1, Zp, z3 en C que no son colineales. En tal caso,
existe un Unico circulo C que pasa por esos puntos, como ilustramos en la figura

siguiente.

Proposicion 4.11. Con la notacion anterior, un cuarto punto z € C estd sobre C si
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y solamente si la razon doble (z, z1; 22, z3) es un niimero real.

Demostracion. En efecto, sea T una transformacion de Mobius que lleva (zy, z2, z3)
a (0,1,00) y sea w = Tz. Sabemos que T(C) es entonces un circulo o una recta, y
como contiene a 0, 1,00 es necesariamente la recta real. Sabemos, ademads, que
(z,21;22,23) = w = (w,0;1,00), y ahora es evidente que w estd en R si y solamente

silarazon doble (z, z1; z2, z3) es real. Esto prueba lo que queremos. <

Completar. Inversiones.

5. Grupos de homografias

Consideremos ahora algunos subgrupos de Mob(C*). En primer lugar, las ho-
mografias que fijan a co son exactamente aquellas que preservan al plano com-
plejo, y luego son todas de la forma T(z) = Az + p, y llamamos al grupo de estas
transformaciones el grupo afin, que notamos por Aff(1,C). Este contiene como
subgrupo al conjunto E(C) de los movimientos Eulideos del plano, es decir, aque-
llos que preservan la distancia entre dos puntos cualesquiera, y se obtienen de las
T € Aff(1,C) con |A| = 1.

5.1. Rotaciones de la esfera
Completar.

5.2. Eldisco unidad y el semiplano positivo

Completar.

6. Funciones holomorfasen C*






Capitulo II

Series de potencias

One of the major results of the theory of complex variables is to reduce the study

of certain functions, including most of the common functions you can think of (li-

ke exponentials, logs, sine, cosine) to power series, which can be approximated by

polynomials. Thus the power function is in some sense the unique basic function

out of which the others are constructed. For this reason it was essential to get a good
intuition of the power function.

Serge Lang (1927-2005) en [10].
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1. Elalgebra de series de potencias

1.1. Series formales
Una serie de potencias formal con coeficientes complejos es una expresion f =
Y =0 an X" donde (a;) es una sucesion en C, y notamos por C [X] al conjunto de
series de potencias formales con coeficientes complejos. Solemos decir que (ay)
es el término general de [ —est4 claro que una serie formal estd univocamente
determinada por su término general. Si f =)0 an X"y & =Y ;10 bn X" son series
de potencias, llamamos a la serie con término general (a, + b,) la sumade f y g
y la notamos f + g. Dado A € C, llamamos a la serie con término eneral (1a,) el
producto escalar de A con f, y 1o notamos Af. Estas dos operaciones le dan a
C [X] una estructura de C espacio vectorial.

Las series de potencias formales pueden multiplicarse de forma completamen-
te analoga a los polinomios: dadas dos series f =Y ,50an X"y & = X =0 bn X",

definimos el producto de f con g como la serie con término general (c,;) donde
cn=aob,+a1by_1+---+ ay_1b1 + ayby,

y lo notamos fg. Con las dos operaciones anteriores y esta multiplicacion, que
es conmutativa, C[X] es una C-dlgebra, esto es un C-espacio vectorial munido
de un producto C-bilineal y asociativo, con unidad la serie con término general
ap =1y a, =0sin>0. Ademads, el dlgebra de polinomios C[X] es una subdlge-
bra, pues el producto y la suma de dos polinomios es otra vez un polinomio. El
siguiente lema prueba que toda serie formal cuyo coeficiente independiente es

no nulo admite una inversa para el producto de series.

Lema 1.1. Sea f =) ,-0a, X" una serie de potencias formal. Entonces existe una
serie de potencias g tal que fg = gf =1 si, y solamente si, ay # 0. En este caso, tal

serie es unica.

Demostraciéon. Supongamos primero que existe tal serie g, y que su primer tér-
mino es by. De fg =1 obtenemos que agby = 1, asi ag # 0. Si, por otro lado, vale

esta condicién, podemos asumir que ay = 1. Escribamosa f como f =1- ) f, X"
n=0
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donde f,, = —a, para cada n > 0. Si existe g = _,>¢ b X" que cumple la condicién
del lema, entonces la serie fg =Y ,>0cn X" estal que co = sofp =1, asitp =1,y

¢n = 0sin> 0. Escribiendo esto explicitamente, obtenemos que si n > 0,
by = fiby—1+---+ fu_1b1 + by,

que define inductivamente b, en términos de b; paral < j < n. Esto prueba tanto
la existencia como la unicidad de g. <

La serie g del lema se llama la inversa de f y la notamos ™!, decimos en este

caso que f es inversible.

Corolario 1.2. Toda serie de potencias formal no nula f admite una expresion tini-
caen la forma f = z"™h donde h es una serie formal inversible y m = 0. Ademds, f

es inversible si y solamente si m = 0.

El nimero natural m se llama el orden de f ylo notamos o(f). Por convencion,

el orden de la serie nula es co.

Demostracion. Dado que f es no nula, existe un primer natural m tal que a,, # 0.
En este caso z™™ es un factor de f y si escribimos f = z""h, el término indepen-

diente de la serie h es a,, # 0, asi es inversible. La unicidad de m estd clara, y esto
dala de h. <

1.2. Radio de convergencia de una serie

En lo que sigue fijamos una serie de potencias f(z) = ,,>¢ @, z". Definimos el ra-
dio de convergenciade f como el supremo del conjunto {f = 0: |a,|t" es acotada},
y lo notamos Ry. Observemos que Ry puede tomar cualquier valor entre 0 e oo.
Veamos que este numero es la eleccion apropiada de un “radio de convergencia”.

Comenzamos con un lema preliminar.

Lema 1.3. (Abel) Si existe una constante positiva s tal que la sucesion (|a,|s") se
mantiene acotada, la serie f converge absolutamente en cualquier disco centrado

en el origen y de radio menor a s.
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Demostracion. Dado 0 < r < s,sea g =rs . Entonces 0 < g < 1, y si M es una

constante tal que |a,|s"” < M para todo n = 0, deducimos que

n __ n_n n
lanlr™ = lanls"q” < Mq
para todo numero natural n. Como la serie geométrica de pardmetro g converge,

lo mismo es cierto para la serie con término general |a,|r", como queriamos. <

Del lema anterior, deducimos que si f converge para algtin zy no nulo, conver-
ge en todo punto del disco B(0, |zy|). Ademads, ahora es claro el siguiente resultado,
que afirma que B(0, Rf) es el disco abierto mas grande donde f converge. Lo lla-

mamos el disco de convergenciade f.

Teorema 1.4. La serie f converge absolutamente en B(0, Ry) y diverge en todo pun-

to fuera deB(0,R ). Ademds, R f‘l es igual al limite superior de la sucesion (|a,| 1/ny,

Demostracion. La primera afirmacion se sigue inmediatamente del lema, asi que
resta ver la validez de la segunda. Para esto, pongamos S = limsup n_,oo(lanll/ m
y veamos que 8]71 = Ry.

Supongamos primero que Ry es infinito. Entonces para todo ¢ > 0 la sucesion
{la,|t"} se mantiene acotada. Ahora, si M > 0 es una constante, M ln _, 1, y de
esto y lo anterior deducimos que limsup|ay,|!/"t < 1 para todo ¢ > 0, y luego debe
ser el caso que Sy = 0. Si, por otro f’a?f& Ry =0, entonces podemos construir una
sucesion n; = np = --- de naturales tal que Ianjl > j" porlo que lim Ianjll/”f — 00,
yluego Sy = oo.

Podemos considerar ahora el caso que Sy es finito y positivo. Por lo anterior,
lo mismo debe ser cierto para Ry. Supongamos que f < Sjjl. Entonces existe un
natural N tal que si n = N tenemos Ianllm <t y luego la sucesion (|a,|t") se
mantiene acotada. Asi, ¢ < Ry. Esto prueba que S}Il < Ry.

Supongamos, por otro lado, que ¢ > S]Zl y tomemos f > § > S]Zl. Entonces po-
demos construir una sucesion n; = np = --- de naturales tal que |a;, jl = s, ylue-
go la sucesion (Ianjls”f ) estd acotada inferiormente por 1. Si ahora g = ts71>1,

obtenemos que |ay;| t"i = g™ para cada j. Resulta que la sucesion (|a,|t") no se
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mantiene acotada. Esto prueba que SJZI > Ry, y completa la demostracion del teo-

rema. <

La ultima afirmacién del teorema anterior se debe a Cauchy y Hadamard. El
célculo de Ry se facilita con el siguiente criterio del cociente de D’Alambert. De-
jamos su prueba al lector, con la indicacién que intente imitar la demostracion

del teorema anterior.

Proposicion 1.5. Supongamos que la sucesion (a,) >0 es eventualmente no nula.

Si existe lim |a,/a,+1| entonces es igual a R . Mds precisamente, vale que
n—o0

ap+1
an

ap+1
an

Un < limsup|a,|*’'" <limsup

n—oo n—oo

liminf
n—o0

< liminf|a,|
n—o0

Para poner en uso el resultado anterior, fijemos un niimero complejo o, y pon-

gamos para todo natural n,

)

(0)_ oloc-1)---(c—-n+1)

n nn-1)---1

que llamamos un coeficiente binomial. Un célculo directo muestra que para todo

)G

El lector deberia dar una prueba de que esto implica y, de hecho, es equivalente,

nenN,

a la igualdad
(1+2)bg = bg+1

de series formales. Notemos que si o es natural, entonces () coincide con el co-
eficiente binomial usual de la combinatoria.

Definimos la serie binomial de pardmetro o por

by (z) = Z (Z)z”.

n=0
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Por lo anterior, si o es natural entonces b, es un polinomio, a saber, (1 + z)?. Si
0 no es natural, es una serie infinita, pues (‘;) no se anula nunca en ese caso, que

tambien notamos (1 + z)°.
Proposicion 1.6. Sio no es natural la serie b, tiene radio de convergencia 1.

Demostracion. Ya notamos que si 0 no es natural la sucesion de coeficientes es

nunca nula. Calculamos los cocientes sucesivos de b,

(Z) _n+l
(nc-fi-l) o-n’

de donde deducimos que r}im |a,/a,+1| =1.Por el criterio de D’Alambert, el radio
—00

de convergencia de b, es 1, como se dijo. <

1.3. El algebra de series convergentes
Definimos el conjunto de series de potencias convergentes como el conjunto de
series formales con radio de convergencia positivo y lo notamos por C{X}. Dado

que si fy g son series convergentesy si A € C, tenemos que

(1) Rfyg =min{Ry¢, Rg},
(2) le = Rf siA ;é 0,

tal conjunto es un subespacio de C[X]. La siguiente descripcion alternativa de

C{X}, interesante en si misma, serd una herramienta ttil en lo que sigue.

Proposicion 1.7. El conjunto C{X} coincide con

f=> anX":layl <s" eventualmente para algin s > 0
n=0

Asi, las series de potencias convergentes son precisamente aquellas con coefi-

cientes subgeométricos.

Demostracion. Queda como ejercicio al lector con la sugerencia que use el lema
de Abel, que ya demostramos. <
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Proposicion 1.8. Sean f y g series de potencias convergentes. Entonces

(1) El producto formal f g es también una serie convergente.

(2) Si f tiene una inversa formal, esta inversa es, de hecho, una serie de potencias

convergente.

Demostracion. Notemos que lo primero afirma que C{X} es una subdlgebra de
C[X]. Escribamos f =Y ,,50a, X"y 8 =Y ;50 bn X". Por la Proposicién 1.7 pode-
mos asumir que existe s > 0 tal que max{|a,|, |by|} < s" para todo n € N. El término

general del producto fgesc,=Y"  a;b,—;, asi podemos hacer la estimacion

i=0

n

|Cn|<2|al |bp-il < Zsl " l <(n+1)s" < (29)",
i=0
que prueba que f g estd en C{X}.
Supongamos ahora que ap # 0. Como antes, podemos asumir que ap es 1, y
escribir f =1-),,5¢ f»X". Por lo que ya hicimos, sabemos que el término general

(by) delainversa de f cumple que by =1 y la relacion de recurrencia

by = fibp-1+-+ fu-1b1 + fp.

En particular b, = fi = —a;. Supongamos que |a,| < s" para todo n € N. Si asumi-

mos, inductivamente, que |b;| < (2s)! para 0 < i < n, obtenemos que
n n . . .
1bnl < Y 1 fillbp—il < ) s'2" 715" < (2)"
i=1 i=1

pues Y. 2" = 2" 1. Resulta entonces que f~! tiene también radio de conver-

gencia positivo, como queriamos. <

Notemos que, en general, no hay relacion entre el radio de f y su inversa. Por
ejemplo, la serie geometrica tiene inversa 1 — X, que tiene radio de convergencia
infinito, mientras que ella tiene radio de convergencia 1. Por otro lado, la serie

exponencial y su inversa tiene ambas radio de convergencia infinito.
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Corolario 1.9. Sea f una serie de potencias convergente no nula. Entonces se escri-
be de forma tinica como f = z° P h donde h es una serie de potencias convergente

inversible.

Demostracion. Esto solo es la version del Corolario 1.2 en el caso que f pertenece
a C{X}. <

Ejercicio 1.1. Probar que si f y g son series de potencias no nulas con radio de
convergencia positivo y si h es otra serie de potencias tal que fh = g, entonces
h tiene radio de convergencia positivo. Sugerencia: ; Por qué puede asumir que f es

inversible?

El siguiente lema prueba que si una serie de potencias convergente se anula 0,

existe un entorno del origen donde 0 es el tinico punto donde esto sucede.

Lema 1.10. Sea h una serie de potencias no nula y convergente en entorno del ori-
gen B y supongamos que h(0) = 0. Entonces existe un entorno B' < B tal que h(z) # 0
siz#0.

Demostracién. Podemos escribir h = z°®k donde k es una serie de potencias
convergente con k(0) # 0y o(h) > 0. Como k es continua, existe un entorno B’
del origen donde k no se anula, y luego & no se anula en B’ salvo en el origen,

como se dijo. <
Del lema anterior deducimos inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 1.11. (Unicidad de representacion) Sean f y g series de potencias con-

vergentes. Son equivalentes
(1) f y g coinciden en un conjunto infinito que tiene al origen como punto de
acumulacion,
(2) f y g tienen el mismo término general.
Demostracion. Sea h = f — g. Si vale (1), entonces h(z) = 0 en un conjunto de

puntos de B que se acumula en el origen, y luego por el lema anterior / no puede

ser no nula, por lo que deducimos (2). Es trivial, por otra lado, que (2) = (1). <«
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2. Operaciones sobre series

2.1. Derivacién e integracion de una serie
Escribamos f’ a la serie de potencias que se obtiene de derivar formalmente ca-
da término de la serie f, y F a la serie de potencias que se obtiene de integrar

formalmente cada término de la serie f, asi

/ n
=) nayz’, F=) a )
! rg'o " s n+l
y las llamamos la derivada formaly la integral formal de la serie de potencias f,

respectivamente.

Proposicién 2.1. El radio de convergencia de f' y el de F son iguales, y coinciden
coneldef.

Estamos probando, una vez mads, que el dlgebra C{X} es estable bajo opera-
ciones usuales que hacemos sobre series formales, y luego que no hay realmente

peligro en tratarlas como series formales, después de todo.

Demostracion. Como nlim n/(n+1) = 1, la desigualdad de D’Alambert asegura
—00
que lim,,_.o, n'" = 1. Asi que la igualdad R r = Ry se sigue inmediatamente de la

férmula de Cauchy-Hadamard, mientras que Rp = Ry porque F' = f. <

Ejercicio 2.1. Sea ¢ > 0. Probar que (|a,|t") es acotada si (n|a,| "1y es acotada, y
quesi0 < s< tysi(lay|t") es acotada, entonces (nla,|s"™ 1) es acotada, para dar

una nueva demostracién de la Gltima proposicion.

Como ejemplo, veamos que, al menos formalmente, b, = 0 by_;. De la defini-

.2 . . . n(oy _ (o—1
ci6n del coeficiente binomial, obtenemos que 2(7) = (7~7), y entonces

-1
b,=) n(Z)z”_l =) U(U )z”_1 =0oby_1,

n=1 n=l1 n—1

que prueba lo que queriamos.
Veamos ahora que f define una funcién holomorfa en su disco de convergen-
ciaB = B(O,Rf).
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Proposicion 2.2. La funcion f : B— C es holomorfa y su derivada es la funcion
que define f' en B, es decir, la serie de potencias que se obtiene derivando término

a término a la serie f .

Demostracion. Fijemos un nimero complejo w € B, y tomemos z en B, asi existe
S<Ry tal que |w|, |z| < s. Recordemos que para cualquier natural n vale que
n n
z"—-w _ _ _ _
L =" " Pwt etz
z—w
y notemos a este polinomio g,(z), asi en particular gy(z) =0y g;(z) = 1. Entonces

resulta que

f@=fw+(z-w) ) angn(z).

n=1

Ademds, como g, (w) = nw" 1, almenos es cierto que f'(w) = fi (w) donde fi(z) =
Y 1>1anqn(z). Paraver que f es derivable en w y su derivada es f'(w), es suficien-
te que verifiquemos que fi(z) es continua en B. Pero si |z|,|w| < s, podemos dar

la cota |, (2)| < ns !, y luego

-1
Y lanllgn@) < Y lagins" ! < oo,

n=1 n=1
pues ya verificamos que f'y f’ tienen el mismo radio de convergencia. Por el crite-
rio de Weiertrass, deducimos que f;(z) es limite uniforme de funciones continuas
en B(0, s), asi que es ella misma continua en ese disco. Como cualquier punto de

B(0, Ry) estd en alguno de esos disco, esto completa la demostracion. <

De lo anterior se desprende que f es infinitamente derivable en su disco de
convergencia, pues su derivada es también una serie de potencias, definida en el

mismo disco que f, y que para cada natural n,

n=

f(n) (0)

n!
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Asi, por ejemplo, sabemos ahora que las series

nzn " Z2n+1 o
[ — — 1 —_—, = —_ ]_ , ]_ +
(2) ’;0( )"~ u(z) ;0( e — (1+2)
definen todas funciones holomorfas en el disco unidad.
Proposicion 2.3. Las ecuaciones
V'2)=1+27", (1+2)7 =exp(0¥(2))

son vdlidas para todo z en el disco unidad.

Demostracion. La primera de ellas se sigue por una célculo directo. Para ver la
segunda, consideremos la funcién h: B(0,1) — C tal que

h(z) = by (z) exp(—0€(2)),

que sabemos es holomorfa en su dominio. Por la regla de la cadena y el producto,

obtenemos que
h(z) =0by_1(2)exp(—0¥(z)) — by(z) exp(—0€(2))ol'(2).

Pero ¢'(z) = (1+2)7! y, como sabemos que b, (z) = (1+2z)by—1(2), resulta h' idénti-
camene nula en B(0,1). Luego h es constante y, como h(0) = 1, resulta que b, (z) =

exp(o¢(z)) para todo z en el disco unidad, como se afirmoé. <

2.2. Composicion de series de potencias
Sean f =Y ,-0an X"y g = Y =0bn X" series de potencias formales. Queremos
definir una nueva serie formal, f o g, que se obtenga de “sustituir X = g(Y) en
f”. Consideremos el caso que f =g =23 ,¢X". Si sustituimos a f en ella misma,
cada término f” tiene un coeficiente independiente igual a 1, y no tiene sentido
sumarlos para obtener el coeficiente independiente de f o f.

La forma de solucionar esta patologia es suponer que o(g) = 1. En tal caso, la

serie g” involucrara sélo términos de 6rden por lo menos n, y luego en el caculo
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de cada término de f o g se veran involucrados solo finitos términos de f y g. En

efecto, en tal caso para cada nimero natural N es

g¥=Y b(N)X" dénde baN)= Y by by

n=N i1+-+in=n

Ahora calculamos formalmente,

flgxn=Y ang"

N=0

=) an ) by(NMX"

N=0 n=N

=Y Y anb,(N)X"

n=0N<n

=Y d,X"
n=0
Definimos entonces la sustitucion de g en f, que notamos f o g, como la serie
de potencias formal con término general d,, = ) n<, anb,(N). Recordemos que

esto estd definido solo en el caso que o(g) = 1.

Proposicion 2.4. Supongamos que f y g tienen radio de convergencia positivo. En-
tonces lo mismo es cierto para f o g, y la funcion que define en su disco de conver-

gencia coincide con la composicion de f con g.

Demostracion. Escribamos By y Bg a los discos de convergencia de f y g, res-
pectivamente. Como g(0) = 0, existe un disco B’ < B, tal que g(B') < B r. Esto
asegura que la composicion de f con g estd definida. Mdas atin, como g conver-
ge absolutamente en B’, podemos elegir B’ de modo que para algiin r < Ry, es
Y 1s0lbnllz"| < r paracada z€ B'.

Notemos ahora que todo los pasos que hicimos al evaluar f(g(X)) formalmen-
te hasta llegar a nuestra definicién de f o g son validos en el caso que f(g(z))
converja salvo, posiblemente, el intercambio en el orden suma que hicimos en

el antetltimo paso. En vista del Lema 3.2, es suficiente que verifiquemos que

Y. ) lanllby(m)]2]" < 0o

n=z0N<n
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cuando z € B'. Ahora, tenemos la estimacion

|bn(n)| < |bln(n) donde Iblo(N)= ). |bj|--1biyl

i1+-+iy=n

y, volviendo atrds sobre nuestros pasos, tenemos que

Y Y lanllbln(mlizl" = Zlan|(2 |bm||z|’”) < oo,

n=0N<n n=0 m=1
pueSZmzllbm||Z|m<r- <

La demostracion anterior pone en evidencia que si no asumimos que g tiene
orden por lo menos uno pero que tal bola B’ existe, tiene sentido sustituir g en f,
teniendo ahora en cuenta que los coeficientes de esta serie estdn sujetos a con-
diciones de sumabilidad. Para que tal bola exista es suficiente, por ejemplo, que
g(0) < Ry.

Ejercicio 2.2. Probar que los primeros términos de la sustituciéon de e* — 1 en e®

estan dados por B, /n! donde B, es la sucesion
1,1, 2,5, 15,52, 203, 877, 4140,...

Encontrar los primeros nueve términos de la serie inversa a z~! (e — 1).

3. Lasseries de potencias son analiticas

Sea Q unaregion en Cy g: Q) — C una funcién. Decimos que g es analitica si
para cada punto c € Q existe un disco abierto no vacio B con centro ¢y una serie
de potencias

> an(z—0)"

n=0
que converge en B a g. En este caso g es holomorfa, pues coincide localmente con
una funcién holomorfa en virtud del Teorema 2.2. Luego, tenemos la siguiente

proposicion.
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Proposicion 3.1. Toda funcion analitica en una regién es holomorfa alli.

Ademas, el trabajo que hicimos en la Seccién 2.2 prueba que, bajo condiciones
apropiadas, la composicion de funciones analiticas es analitica, y que el desarro-
llo en serie de esta composicién se obtiene del desarrollo de las funciones que
estamos componiendo.

Veamos ahora que toda serie de potencias es analitica en su disco de conver-
gencia. Usaremos el siguiente lema sobre el intercambio del orden de una suma,
que no probaremos. El lector puede encontrar una demostracion y un tratamien-

to en detalle de series dobles en [2, Capitulo 8, Seccion 21].

Lema 3.2. Sea (A;;j) una sucesion enC indexada por N2, y supongamos que la serie

doble) ;50> n=0|Anml! es finita. Entonces la serie

> 2 1Auml

n=0m=0

también es finita, y

2 2 Anm= ) ) Aum

n=0m=0 m=0n=0
Teorema 3.3. La funcion f : B— C es analitica y para cada c € B admite un desa-

rrollo en serie de potencias en B(c,d.), donde d. es la distancia de ¢ al borde de
B.

Demostracioén. Para cada n natural podemos escribir,

Z'=(z—c+o)" =) (r.l)(z—C)jC"_j

jsn

y luego

n .

f@=3 3 ( .)an(z—(:)fcn 1,
n=0j<n

Notemos que para cada j € Nlaserie b; =} 5 ; (?)c”‘f converge, pues no es otra

cosa que f(c)/j!. Tendriamos completa la demostracioén, entonces, si quedara
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justificado el intercambio en el orden de las dos sumas en lo que sigue:

fla)=) Z( )an(z )"

n>0]<n
_ZZ()ann](z C)]
j=0n=0
=Y bjz-0c).
j=0

Podemos tomar ahora z en un disco B(c, ) con clausura contenida en B. En par-

ticular r = |z —c| +|c| < Ry, y entonces

> Z( )Ianllz cllel™ =Y lanl(z - cl+]ch™

n>0]<n n=0

=Y laylr" <oo,
n=0

por lo que el lema anterior dice que este intercambio es valido. Esto completa la
demostracion, y prueba ademas que el desarrollo obtenido en torno a ¢ converge
en cualquier disco abierto B(c, ) con clausura contenida en B. <

4. Laformanormal de una serie

Completar.






Capitulo III

Integrales de linea y teoria de

Cauchy
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1. Integracion compleja

1.1. Notaciény convenciones
The Committee which was set up in Rome for the unification of vector notation did
not have the slightest success, which was only to have been expected.

Felix Klein (1849-1925) en su libro Elementary Mathematics.

En lo que sigue I = [a, b] es un intervalo compacto en R y (2 denota una re-
gion en C. Todo camino en Q es suave a trozos, salvo mencién de lo contrario.
Escribimos PS(2) al conjunto de tales caminos.

Fijemos un camino arbitrario y : I — Q. La traza de y es y(I) y la notare-
mos Ty. El punto inicial dey es y(a) y el punto final dey es y(b), y los notamos
s(y) y t(y), respectivamente. Decimos que y es un lazo si s(y) = t(y).Sié: I — Q
es otro camino, decimos que y y 6 son concatenables si t(y) = s(0), y escribimos

Y * 6 al camino I — C tal que

Y2t—a) si2t—acl
(y *0)(1) =
6(2t—b) si2t—bel

Esta claro que en este caso y * 6 es también un camino suave a trozos, y es
precisamente para permitir la concatenacion de caminos que ampliamos la clase
de caminos suaves a la de caminos suaves a trozos: todo camino suave a trozos es,
de forma no necesariamente tinica, la concatenacion de caminos suaves.

Sean z, w € C. Notaremos por [z, w] al camino recto que une z con w, parame-
trizado por £ € [0,1] — z(1 — ) + tw y por 0B,(z) al circulo de radio r y centro z,
parametrizado por ¢ € [0,27] — z + re'’. El camino constante en z esta parame-
trizado por ¢ € [0,1] — z y lo notamos c;. Los bordes de figuras como discos y

rectdngulos siempre estardn orientados en sentido antihorario.

1.2. Integrales en intervalos

Fijemos una funciéon continua f : I — C. Definimos la integral de f sobre I por

flfdtzﬁmfdmif]%fdt
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donde las integrales a la derecha denotan integrales de funciones reales, bien de-
finidas por ser Rf e 3 f continuas. Por su definicidn, la integral de f disfruta de

propiedades analogas a las que valen para integrales reales usuales.

Proposicion 1.1. Valen las siguientes propiedades para la funcion
f :6(I) — C.
I

(1) C-linealidad. Si g: I — C es otra funcion continuay si A € C, entonces

f(f+7tg)dt:ffdt+/lfgdt.
1 1 1

(2) Aditividad en intervalos. Si subdividimos a I en dos subintervalos I e I,, en-

tonces

ffdtz fdi+| fdr.
1 Il 12

(3) Compatibilidad.

%([Ifdt):flﬁ?fdt, %(flfdt):f[%fdt.

(4) Continuidad. Vale la estimacion

Ulfdt stlfldt.

Demostracion. Dado que las primeras dos propiedades se demuestran exacta-

mente como en el caso real y que la tercera es una verificacién inmediata, s6lo

probamos la validez de la Giltima. Tomemos ¢ € [0,27] de modo que e’% [ fdteR.
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Entonces
det‘ = ei‘pffdt‘
I I
= f R(e? fd t' por compatibilidad,
I
< f I%(ei"’ Nldte por la estimacion en el caso real,
I

sj;lfldt por ser [R(f)| < |f].

Esto completa la demostracion. <

Decimos que f es derivablesilo son su parte real y su parte imaginaria y, en tal
caso, definimos f' = Rf)' +i(Sf)’. Una funcién derivable F : I — C es una pri-
mitivade f si F' = f.La siguiente proposicion es simplemente una reformulacion
del teorema fundamental de cdlculo en nuestro contexto, por lo que omitimos su

demostracion.

Proposicién 1.2. La funcién F: I — C tal que F(t) = | cf fdt esderivable y es una

primitivade [ y, si G es cualquier primitiva de [, entonces

ffdtz G(b) - G(a).
I

Un corolario inmediato de lo anterior es el siguiente, que usaremos con fre-

cuencia en las préximas secciones.
Corolario 1.3. Dos primitivas de f : | — C difieren en una constante.

1.3. Integrales delinea
Fijemos ahora una funcion continua f : O — C. Si y es un camino suave en €2,
entonces Yy’ : I — C es continua yla funcion (foy)y’': I — C es, a su vez, también

continua. Definimos la integral de f a lo largo dey por

ffdz:f(foy)y’dt.
Y I
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Si y es una concatenacion y; * y» de caminos suaves y1,y2 : I — C, definimos
f fdz=| fdz+ | fd=z.
Y T Y2

Inductivamente, queda definida la integral de f sobre un camino arbitrario. De lo

ya demostrado deducimos algunas propiedades anédlogas para integrales de linea.

Proposicion 1.4. Fijemos un caminoy en(. Valen las siguientes propiedades para
la funcion
f :6(Q) — C.
Y

(1) C-linealidad. Si g : Q — C es otra funcion continua y si A € C, entonces

f(f+/1g)dz:ffdz+/1fgdz.
Y Y Y

(2) Aditividad. Si subdividimos ay en dos caminos concatenablesy, yy2, enton-

ces

ffdt: fde+ | fat.
Y 71

Y2

Por conveniencia, extendemos la definicién de la integral de linea para con-

templar operaciones usuales sobre y: definimos
[raz=[ropirar, | riazi= [ropmiac
Y 1 Y I

Notemos que en particular fY ldz| = f I lY'| dt es la longitud de la curva vy, que
notamos L(y). No es dificil verificar ahora las siguientes propiedades usando la

Proposicion 1.1 en el segundo caso.
W) [, fdz=[ fdz
@ |f, fdz|< [ flldzl

De la segunda propiedad deducimos el siguiente resultado, que serd central en

mucho de lo que sigue.
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Lema 1.5 (Estimacion estandar). Para todo caminoy € PS(Q), vale la estimacién

fyfdz

donde|f|, = ntlélxlf(y(t)l es el mdximo de f sobrey.
€

< LISy

Queda como ejercicio demostrar que la integral de linea es independiente de
la parametrizacion elegida de un camino, por lo que siempre eligiremos arbitra-
riamente la parametrizacion de un camino que nos resulte mds conveniente.

Dado un camino y : I — C, definimos y* como el camino que tiene la misma
traza que y pero recorrida en el sentido inverso: y*(t) = y(b+a—t) parat e I.

Llamamos a y* el camino inverso ay. Es facil verificar que, con esta definicion,
fdz+ f fdz=0.
Y* Y

Tendremos la oportunidad de usar lo anterior cuando integremos sobre dos
curvas que se solapan sobre algun segmento y sobre el que tienen orientaciones
inversas. Lo anterior afirma que la contribucion de este segmento a la integral es
nula.

Si f es continua en Q, una primitivade [ en () es una funcion F, holomorfa en
Q, tal que F' = f. En este caso decimos que f es integrable en Q). Como sucedi6
en el caso de integrales sobre intervalos, tenemos un anélogo al teorema funda-
mental del célculo, que es simplemente una reformulacién del mismo en nuestro
contexto. La existencia de primitivas ahora no estd garantizada, como veremos

mas adelante.

Proposicion 1.6. Una funcion F : QQ — C es una primitivade f en ) siy solamente
Si

ffdz = F(t(y)) - F(s(y))
Y
para todo caminoy en Q.

Demostracion. Podemos asumir que y es suave por la aditividad de la integral. En
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este caso, si F' = f, entonces la regla de la cadena garantiza que (foy)y = (Foy)’

y, por el teorema fundamental del célculo,

f Fdz= fl (Foy)(dt = F(y(b) - F(y(a)),
Y

como afirma la proposicion.
Supongamos ahora que vale la condicion sobre caminos para F y fijemos w €

Q. Podemos tomar un disco B con centro w contenido en Q Yy, si z estd en tal disco,

F(w) - F(2) = f(w)(z— w)+f

(w,z

](f(cf)—f(w))dfo

1
que podemos reescribir, si definimos F;(z) = —wf (f&)—fw)d¢siz#w
2 [w,z]

y F1(w) =0, como
F(w)-F(2) = f(w)(z—w) + F1(2)(z— w).

Queda ver que F] es continua en w. Usando la estimacion estdndar, resulta que

|F1(2)| < Lz, wDIf = f)lizw) = |f = fF W)z,

|z — wl
pues L([z, w]) = |z — w|. Finalmente, como f es continua en w, obtenemos que

lim F(z) = 0, como queriamos. <
Z—w

De lo anterior deducimos una parte del siguiente teorema:

Teorema 1.7. La funcién f admite una primitiva en Q si y solamente si para todo

ffdz:O.
Y

Demostracion. La proposicion anterior implica que si F es una primitivade fyy

lazoy enQ,

es un lazo en Q,

ffdz: F(t(y) - F(s(y)) =0,
Y
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que prueba una de las implicaciones. Supongamos que vale la condicién sobre
caminos cerrados para f, y eligamos un punto c € Q vy, para todo z € Q, elijamos

un camino y; que une c con z. Definimos
F(z) =f f@)dg.

Para ver que F es una primitiva de f, basta ver que si y es un camino en Q que

une z con w, vale la igualdad
F(z)-F(w) = f fadg,
Y

y esto es inmediato, pues podemos reescribirla como

f f(dé=0,
YxY**Yw

yYz*Y* *7v;, esunlazo. <

El siguiente resultado afirma que podemos intercambiar integrales con limites

uniformes de funciones.

Lema 1.8. Supongamos que (f;) es una sucesion en € (1) y converge de forma lo-

calmente uniforme a f € €(Q). Para todo caminoy en Q,

limffndz=ffdz.

Demostracion. Para cada punto ¢ de y existe un disco abierto B, donde f;, —
f uniformemente, y los discos B; con c € y cubren a y. Como y es compacta,
finitos discos By, ..., Bs la cubren, y luego f;, — f uniformemente en y. Pero, por

la estimacion estandar,

f (f— fdz| <If - faly L)
Y

y, como |f — fuly — 0 en vista de la convergencia uniforme, lo mismo vale para el
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término izquierdo, como queriamos. <

2. Teoria de Cauchy en discos

Nos proponemos ahora probar el siguiente resultado, conocido como la fér-
mula integral de Cauchy, del que podremos deducir una bateria de herramientas

tedricas muy utiles.

Teorema 2.1. Si f : Q — C es holomorfa y si B es un disco cuya clausura estd

f(2) = ! f /@) dg (ITL.1)

2ni Jop&—2z

contenida en (2, entonces

para todo punto z € B. En particular, si c es el centro de B y r su radio,

()—ifzjr (c+re'ydt
fc_2no flc+re .

Para demostrarlo, nos valdremos de algunos resultados preliminares. Uno se
deduce del cdlculo, quizés no tan simple, de una familia de integrales, centrales a

la teoria de Cauchy.

Lema 2.2. Sea B un discoy n € N. Entonces

1 f dé 1 sin=1yzeB,

; _ n .
2mi JoB (& — 2) 0 en caso contrario.

Demostracién. En caso que n > 1 la funcion h, () = (€ — z)~"* admite como primi-
tivaa H,() = (1-n)"1(& - 2)'™", por lo que el Teorema 1.7 da lo que queremos.
Supongamos entonces que 7 = 1. Si z no estd en B, entonces h; admite como pri-
mitiva una rama del logaritmo log(¢ — z) en C~ L, donde L es una semirrecta con
origen en z que no corta a B. Nuevamente, concluimos lo que queremos con el
Teorema 1.7.

Basta considerar el caso que z € B. Supongamos primero que z es el centro ¢

de By que r es suradio. Entonces y () = ¢+ re'’ con t € [0,27] parametrizaa 0B y
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calculamos

d 1 271 1 . 1 27
f J = f —rie'’dt=— idt=1.
oBE—c 2miJo reit 27i Jo

Supongamos ahora que z # c¢. Escribimos

Esta expansion en serie es vdlida en el conjunto de los ¢ con [ —¢| > |z —¢|, que
no es otra cosa que el complemento de un disco con centro en ¢y radio |z —c|,
es decir, un anillo no acotado de centro ¢, que en particular contiene al disco B.
Ademds, la convergencia es unfirome sobre compactos y luego uniforme en cual-
quier conjunto de la forma A;(c) =C~ B(c, t) con t > |z — c|, y podemos elegir tal

anillo no acotado A;(c) para que contenga el borde de B. Por el Lema 1.8, basta

1 (z—c\"
IH—LBE(G) ad

Pero esto ya lo hicimos: sabemos que I, = 0 si n > 0, mientras que si n = 0, obte-

con evaluar las integrales

nemos

1
IO:] —df=277,'l'.
0BG —C

Esto completa la demostracion. <

1

Ejercicio 2.1. Usando lo anterior, probar que f(z) = z~" no admite una primitiva

en ninguna region de C* que contiene un circulo con el origen en su interior.

2.1. Teorema de Goursat

El siguiente resultado, conocido como el teorema de Goursat, es la piedra angu-
lar de la teoria de Cauchy y se debe a Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858-1936).
Fue quizas el primero en notar que no es necesario asumir que la derivada de una
funcién holomorfa es continua para probar el siguiente teorema —de hecho, el re-

sultado de Goursat permitird, eventualmente, que deduzcamos que la derivada de
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una funcién holomorfa es también holomorfa. Sin embargo, la primera demostra-
cion que dio, publicada en 1884, hace uso de esta hipoétesis, aunque luego en 1899
advirtio que era suficiente asumir la derivabilidad de la funcién. Goursat escribe,
respecto a esto: He reconocido después de un largo tiempo que la demostracion del
teorema de Cauchy que di en 1883 no presupone realmente la continuidad de la
derivada. (J’ai reconnu depuis longtemps que la démonstration du théoréme de
Cauchy, que j’ai donnée en 1883, ne supposait pas la continuité de la derivée.) El
lector puede encontrar una gran coleccion de relatos histdricos en el libro [14] de

Remmert, que incluye, en particular, el anterior.

Teorema 2.3. Seac e Q ysea f holomorfa enQ~{c} y continua en c. Entonces para

todo rectangulo R en Q,
fdz=0.
OR

Demostracion. Supongamos primero que f es holomorfa en todo Q y fijemos un
rectdngulo R en Q. Por comodidad, notamos a(R) = [, f dz. Descompongamos

a R en cuatro rectangulos congruentes Ry,..., R4, como ilustra la Figura III.1. Los
4
segmentos internos a R se cancelan unos con otros, y a(R) = ). a(R;), asi resulta
i=1
que

4
la(R)| < ) la(Ry)],
i=1

y debe ser el caso que la(RY| = 47 a(R)| para R1 alguno delosrectangulos Ry, ..., Ry.
Si es el caso que esta desigualdad vale para todos, acordamos elegir el de la esqui-
na inferior izquierda.

Repetimos ahora el argumento para R', obteniendo R? < R! que cumple |a(R?)| =

Ry R

Ry R3

Figura III.1: El primer paso de la subdivision de R en la demostracion.
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471 a(RY)|. Inductivamente, construimos una familia decreciente de rectangulos

# ={RJ: j € N} tal que para todo j €N,

= |a(R))| =477 |a(R)|,
» LOR))=2"/L(OR).

= (1 R/ contiene exactamente un punto zo.
j=1

La funcioén f es holomorfa en zj, y luego existe una funcién f;, continua en zy, tal
que f1(z9) =0y
f(2) = f(z0) + f'(20) (2 = 20) + f1(2) (2 — 20).

Dado ¢ > 0, tomemos 6 > 0 tal que |z — zy| < € implica |f;(2)| < &, y tomemos
j > 0 tal que R’ est4 contenido en B(zy,0): esto es posible por la forma en que
construimos la familia 2. Como el polinomio lineal f(zg) + f’(zp)(z — zp) admite

una primitiva, su integral sobre el lazo AR’ se anula, y luego

aR=| fild(z-2z)dz.
ORJ
Ademads, la estimacion estandar asegura que

la(R’)| < e LOR)) méx|z — zo|
ORJ

pues | f1l5z; < €. Como la diagonal mayor de R/ no supera su perimetro, obtene-
mos que la(R))| < eL(ORY)2.

Reemplazando esto tltimo en la desigualdad |a(R’)| = 47/|a(R)| y usando la
igualdad L(OR’) = 27/ L(R) obtenemos que

a(R) <474 T L(R)%e = L(R)%¢

y, en vista de que € > 0 es arbitrario, que a(R) = 0, como se dijo.
El caso que f es holomorfa salvo posiblemente en c¢ es ahora ficil. Dado un
rectdngulo R en Q podemos asumir, primero, que el punto excepcional c estd en

R, y segundo, que es de hecho un vértice de R: si no es el caso, la siguiente figura
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muestra como expresar a(R) como una suma de cuatro términos a(R%),..., a(R*%)
donde R’ es un rectdngulo con un vértice en c, y serd suficiente ver que cada una

de éstas integrales se anulan.

c

|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
,,,,,,, F——— === - - - - == —
|
|
I

Figura II1.2: La reduccion al caso que c es un vértice de R.

Ahora simplemente podemos escribir a(R) = a(R’) donde R’ es un subrectdn-
gulo arbitrario de R con vértice en ¢, usando lo anterior y, dado que |a(R)| <
L(OR)|flor vy que | flar estd acotada y L(OR) — 0 si R se aproxima a ¢, deducimos

lo pedido, que completa la demostracion del teorema. <

Notemos que la misma demostracion por division en cuatro figuras congruen-
tes funciona si cambiamos rectdngulos por tridngulos. Usaremos esto en lo que
sigue, es decir, que la integral de una funcién holomorfa sobre tridngulos se anu-
la. El lector estd invitado a dar los detalles de la demostracion, y a notar que es
realmente més conveniente tener esta version del teorema de Goursat, que impli-

ca, en particular, su validez para poligonos arbitrarios.

2.2, Elteorema integral

Diremos que Q tiene centro estelar c si para todo z € Q) el segmento |[c, z] esta
contenido en Q. En ese caso, diremos que €2 es un conjunto estelar con centro c.
Vale notar que un conjunto estelar puede admitir méds de un centro: por ejemplo,
un conjunto convexo C es precisamente aquel que es estelar con centro ¢ para
todo ce C.

Teorema 2.4. (Teorema integral para regiones estelares.) Sea Q) estelar con centro

¢, y sea f holomorfa en Q. Entonces f en integrable en Q) y la funcién F : O — C
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definida por
F(z) = ]f (§)d¢

[c,z

es una primitiva de f. En particular, para todo lazo en Q

f fdz=0. (I11.2)
Y

Demostracion. Basta observar que si z y w son dos puntos contenidos en algun

disco en ), el teorema de Goursat asegura que

F(z) - F(w) = ]f(f)df-

(w,z

pues la integral de f sobre el tridngulo con vértices z, w y ¢ es nula. Podemos
imitar ahora la demostracion del Teorema 1.7 para probar que F es una primitiva
de f. <

El teorema anterior implica que toda funcién holomorfa admite una primitiva
localmente: si f es holomorfa en Q y z es un punto de esta regién, entonces f
tiene integral nula sobre cualquier tridngulo contenido en un disco convexo B
con centro z y contenido en Q, y luego por el teorema anterior admite alli una
primitiva.

Un corolario ttil del Teorema 2.4 es el hecho que las funciones holomorfas
sin ceros admiten logaritmos, y luego raices, sobre cualquier region estelar donde

estén definidas. Consideraremos esto en mads detalle en el Capitulo V, Seccién 2.

Corolario 2.5. Sea f : Q — C holomorfa y supongamos que Q) es estelary f no se
anula sobre Q). Entonces existe g : O — C holomorfa tal que expg = f en Q. En

particular, para cada n €N la funcién q, = exp(n~'g) cumple que q" = f.

Demostracién. Lafuncién h = f'/ f es holomorfa sobre (2, y admite entonces una
primitva gp. Es inmediato verificar que la funcion exp(—go) f tiene derivada nula
sobre Q, asi es constante, y tal constante A es no nula. Si escribimos A = exppu
entonces g = go + ¢ es tal que expg = f. La afirmacion sobre la funcion g, es

inmediata, y esto completa la demostracion del corolario. <
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2.3. Pruebadela féormula integral de Cauchy

Tenemos toda la maquinaria necesaria para probar la formula integral de Cauchy.

Demostracion del Teorema de Cauchy. Tomemos z € B, un disco B’ en Q que con-

tiene a B, y consideremos la funcién g : QQ — C dada por

f@-f@ f()

- paraé € Q~{z} y g(z) = f(2).

gl) =

Evidentemente g es holomorfa en Q2~{z} y continua en z. Por el teorema de Gour-
sat en su version para tridngulos, g tiene integral nula sobre cualquier tridngulo, y
luego, por el Teorema 2.4, g admite una primitiva en el conjunto convexo B'. Asi,

su integral sobre cualquier lazo en B es nula. En particular,

1
=%f638(5)d5
1 ) dé
C2mi aBﬁ—zdé Itz )mechf z
N fQ .
27i aB€—zd€ @,

dénde ultima integral la calculamos en el Lema 2.2. Si elegimos z = c¢ el centro de

B, entonces

2 it 2
ctre ; 1 ;
flo)=— I : ) ielldt=— flc+re'hdt.
21i Jo rett 21 Jo
Esto completa la demostracion del teorema. <

La ultima igualdad que obtuvimos se conoce como la igualdad del valor me-
dio para funciones holomorfas, y afirma que el valor de f(c) queda determinado
por los valores de f en cualquier disco de centro ¢y radio suficientemente peque-
fio. En particular, deducimos la desigualdad del valor medio:si f es holomorfa en
un entorno de c y B es un disco suficientemente pequefio con centro ¢, entonces

|l <Iflop-

Es importante que notemos que la hipotesis de que B esté contenida en (2, yno
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solo lo esté su borde, es necesaria en el teorema anterior. En efecto, consideremos
el caso que Q = C~ {0}, que f(z) =z ' yque B=B(0,r) paraunr >0.Si z €
B(0,r) -~ {0}, entonces

LB%ZZLB(ﬁ—é)d€=O¢f<z>,

y luego nuestra férmula no es valida en este caso.

2.4. Una aplicacion del teorema integral

Veamos una aplicacion del Teorema 2.4 al célculo de una integral.

Proposicion 2.6. Fijemos0 < a < 1. Entonces

2 1+ai

oo 2 2 7 1
f e (14+ai)-t drt = \/_
0

Demostracion. Sea r > 0y sea T, un tridngulo con vértices en 0, r(1 + ai) y r,

z

. (. . 2
orientado positivamente. Integrando a la funcién entera f(z) = e”* sobre T;, que

es un lazo en el conjunto convexo C, obtenemos la igualdad

fdz=f fdz+f fdz.
[0,r] [0,r(1+ia)] [r,r(1+ai)]

Las primeras dos integrales coinciden con

r 2 r 1 D
f e "dt vy (1+ai)f e~ (T+an)” g4
0 0

respectivamente. Veamos que sucede con la tltima integral, que es igual a
ar
I(r) = if f(r+indt.
0

. ., ; ) 2 .
Ahora, tenemos la estimacion |f(r+if)|=e "t <e e si0< t <ry, como

ar < r, a suvez podemos estimar nuestra integral como sigue:

ar 2 2 r
II(r)|<f e eldr<e™” f e'tdr.
0 0
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r

Finalmente, sabemos que f
0 ..
cero cuando r — oco. Deducimos que, en el limite,

2 ® _(t(+ai)?
f e Udt= (1+ai)f e~ (tad+ad)” gy
0 0

(0.0

42
e Udr=

SIS

que completa la demostracién si usamos que f
0

2.5. Desarrollo en series de potencias

57

1, 2 ) _ )
e'ldt=r"1e" —1),asi |I(r)| < 7}, yesto tiende a

Usando la férmula integral de Cauchy podemos probar que toda funcién holo-

morfa en QQ admite un desarrollo en serie de potencias en torno a cada punto de

esta region. Una funcién con esta propiedad se dice analitica en Q). Recordemos

que toda funcién analitica es holomorfa.

Lema 2.7. Seay una curva en () y sea [ continua en Q, y definamos otra funcion

F:Q~y— C por
[

F(z)= | ——d¢ paraze Q~v.
Y —Z

Entonces:

(1) F es holomorfaenQ~vy.

(2) Para cada punto c en tal dominio la serie de potencias

f©)

Z an(z—oc) con coeficientes a, = -
n=0 2mi Y

(f——C)”+1

dg

converge en todo disco centrado en c que no corta a’y y converge, de hecho, a

F.

(3) F es infinitamente derivable y, para cada naturaln y cadaz€ C~v,

F"(z) 1 f@&)

nl 2wy (E—z)ntl

dgé.

En la demostracion que sigue omitimos algunos célculos intermedios y cuan-



58 ANALISIS COMPLEJO III

do lo hacemos lo marcamos con una estrella (x). Si duda de algunas de tales igual-

dades, esta obligado a verificarlas en detalle.

Demostracion. Fijamos un disco B con centro c yradio r que no cortaay. Si |w| <

1, diferenciando la serie geométrica, obtenemos la igualdad

1

S S— i L P I11.3
(1—w)n+! ];1(])1/0 (I11.3)

que, con el cambio de variable w = (z—¢) (¢ — c)~! dala igualdad

1 * n 1 i
— = (z—c¢)! 7",
(é_z)n+1 ];1( )(f )n+1
validaparacadaze By¢e€y.
Para cada j € N, pongamos f;($) = f()(S — ¢)~/=! donde ¢ esté4 en y. Por lo

anterior, deducimos que si z € B,

|
= J© ¢ fz n'( )f](f)(z o)/ "dg. (I1L.4)
27i Jy

27 ¥ (6_ Z)n+1 j=n

Como [¢ —c| = r para ¢ en v, la definicion de f; asegura que | fy|y < r‘”‘llfly y, a

su vez, esto asegura que, Si g = rllz=c|,
n—j X —-n-1 n—j
|gnlyl(z—c)"I<r |flylg™ 7.

Como 0 < g < 1 para nuestra eleccion de z y como la serie de (II1.3) converge pa-
ra w = ¢, deducimos que la serie en (II1.4) converge uniformemente sobre com-
pactos y luego, por el Teorema 1.8, podemos intercambiar la suma y la integral,

obteniendo

|
mof_ SO geryy, ()an(z 0", (I1L5)

2ni Jy (& —z)n+1 jon

Para concluir, notamos que si n = 0 esto da el desarrollo en series buscado

y prueba que F es holomorfa y que, ademds, el término derecho de (I11.5) es el
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que se obtiene al derivar n veces el desarrollo en series de potencias de F recién

obtenido, que da la tercera afirmacién del lema. <

En vista del teorema integral de Cauchy y este lema, obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 2.8. Toda funcion f holomorfa en Q admite un desarrollo en serie de

potencias en torno a cada punto c € Q

. 1 (9]
Z an(z—co)" con coeficientes a, = f ¢ — dé
n>0 2mi Jop (=)

donde B es un disco con clausura contenida en Q) que contiene a c en su interior.
Tal serie de potencias converge compactamente en B(c,r) donde r es menor a la
distancia de c al borde de Q). En particular, [ es derivable infinitamente y para

cada n € N vale la formula integral

P (z) lf f&
- dé.

n!  2miJap (€= 2)"1

Una consecuencia notable de este resultado es que la serie de Taylor de una
funcién entera en torno a cualquier punto converge en todo C. Todo lo hecho

hasta ahora prueba el siguiente teorema.
Teorema 2.9. Sea f € €(Q). Son equivalentes

(1) f es holomorfaen(Q,

(2) f esanaliticaen(Q,

(3) f eslocalmente integrable en (2,

(4) f tiene integral nula sobre cualquier tridngulo en (),

(5) f cumple la formula integral de Cauchy para todo disco con clausura conte-

nida en Q.
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Demostracion. En efecto, tenemos el siguiente diagrama de implicaciones

Cauchy K Goursat
ﬂ ” \ Localmente
o2 integrable

Analitica > Holomorfa

que sabemos valen, salvo posiblemente aquella punteada. Sin embargo, una fun-
cién localmente integrable es localmente la derivada de una funcién holomorfa,
y ya sabemos que la derivada de una funcién holomorfa es ella misma holomorfa.

Deducimos asi que todas las afirmaciones son equivalentes. <

La implicacion (3) = (1) se conoce como el teorema de Morera, y se debe,
como su nombre lo indica, a Giacinto Morera (1856-1909), que lo demostr6 en
1886. Una aplicacién interesante de este resultado es la siguiente, que nos serd de
utilidad.

Proposicion 2.10. Sea Q) unaregionyy un camino en(l, ytomemosg:yxQ —C

una funcion continua. Supongamos que para cada € y la funcion
zeQ— g, 2)eC
es holomorfa. Entonces la funcién h : Q) — C tal que

h(z) =fg(€,2)d€
Y

es también holomorfa.

Demostracion. Veamos que la integral de h sobre cualquier tridngulo A contenido
en (2 es nula: el teorema anterior prueba que, en este caso, h es holomorfa. En
efecto, como g(¢, z) es continua en su dominio, su integral sobre y x 0A, que esta

parametrizado por cuadrado I; x I, puede calcularse como una integral iterada.
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Luego

hdz:f fg(f,z)dfdz:ff g, 2)dzdé =0,
0A 0AJy Y JOA

pues cada z — g(¢, z) es holomorfa. <

El lector puede encontrar una prueba de la validez del intercambio del orden
de integracion en [16, Capitulo 4, Teorema 3-10]. Vale destacar que este resultado
es elemental, y no usa la maquinaria de la integracion abstracta en espacios de

medida.

3. Primitivas e invarianza homotépica

3.1. Primitivas alo largo de caminos

Hasta ahora definimos la integral de una funcién continua sobre un camino en
el caso que éste sea suave a trozos. Una forma indirecta de extender la definicion
a caminos que son solamente continuos es mediante la nocién de primitiva a lo
largo de un camino, que presentamos en lo que sigue. Este no es realmente el
motivo principal por el que las primitivas de este tipo nos son de utilidad: seran
nuestra herramienta principal para probar la invarianza homotdépica de la integral

sobre funciones holomorfas.

Fijemos un camino continuo y : I — Q y una funcion holomorfa f en Q. Una
primitiva de f a lo largo de Q) es una funcion F : I — Q que cumple la siguiente
condicion: para cada t € [ existe un entorno abierto U de y(#) y una primitiva G

de f en U tal que Foy = G en un entorno de .

Proposicion 3.1. La funcién f admite primitivas a lo largo dey y dos de ellas di-

ﬁeren en una constante.

Demostracion. Como dos primitivas de f difieren de una constante, lo mismo
serd cierto para primitivas de f a lo largo de curvas. Para ver que tales primi-
tivas existen, notemos que existe, para cada punto z de y, un disco B, y una

primitiva F, de f en tal disco. Como y es compacto, existen finitos discos que
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los cubren y podemos elegir, por la continuidad uniforme de y, una subdivisién
a=1ty<--<t,=>bde I deforma que cada subintervalo [¢;, f;+1] tenga imagen
bajo y en alguno de estos finitos discos, que notamos B;. Notemos también F; a
la primitiva de f correspondiente a B;. En particular, Fy da una primitiva de f a

lo largo de yl4,s - Supongamos que obtuvimos una primitiva Fp; de f alo largo

1\
N\

Figura II1.3: Un esquema del argumento de pegado en la demostracion.

de yli4,7,1- Como B; y B;41 se intersecan en un conjunto conexo que contiene a
Y (£;), existe una constante c tal que Fy ; = F; 41 + ¢. Podemos reemplazar a F;,; por
F; i1+ ¢, que sigue siendo una primitiva local de f, y obtenemos asi una primitiva
de f alolargo de yls,s,,)- Inductivamente, queda construida F una primitiva de

f alolargo de todala curva y. <

Dada una primitiva F de f alo largo de vy, definimos la integral de f alo largo

de y por
f fdz=F()-F(a).
Y

Esta definicién no depende de la eleccion de primitiva F por la proposicion ante-
rior y es consistente con nuestra definicion en el caso que y sea suave a trozos en

vista de la Proposicion 1.6: es suficiente usar tal proposicién en los subintervalos
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[t;, t;+1] donde f admite una primitiva F; para obtener

n—1

n—1
F(b)—F(a) = Z (F(tis) - F(t) = ) fdz

=0 i=0 Yl[ti,tl’_,_l]
=[fdz.
Y

3.2. Homotopias y regiones simplemente conexas
Fijemos ahora I = [0, 1] el intervalo unidad y dos caminos yoy y;: I — Qy con-

sideremos los casos en que

(a) tienen el mismo punto inicial y el mismo punto final 6,

(b) ambos son caminos cerrados.

Una homotopia de yy a y; es una funcion continua H : I x I — Q que cumple

que

m H(s,0) =vyo(s) parasel,
m H(s,1)=vy1(s) parase i,
= t— H(0,1) y t— H(1, t) son caminos constantes en el caso (a) o que,

» s— H(s,t) esunlazo paracada t € I en el caso (b).

En el caso (a) decimos que y( y Y1 son homotdpicos por extremos fijos en ) y en
el caso (b) que son homotdpicos como lazos en (), y en ambos casos notamos
Yo = 71. Es ttil pensar a una homotopia como una familia continua de caminos
Y¢(s) = H(s, t) que comienza en y((t) y termina en y; (). La Figura I11.4 ilustra una
homotopia en el primero de los dos casos. El lector estd invitado a hacer lo mismo

en el segundo caso.

Teorema 3.2. (Invarianza homotoépica) Siyg yy1 son caminos homotoépicos en Q,

fyofdz:fﬂfdz.

entonces
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Figura I1I.4: Una homotopia con extremos fijos entre yo y y1.

Fijamos una funcién continua H : I x I — (). Para demostrar el teorema ante-
rior usamos nuevamente la nocién de primitivas a lo largo de una funcion conti-
nua: una primitiva de f alo largo de H es una funciéon F: [ x I — Q que cumple
la siguiente condicion: para cada (s, t) € I existe un entorno abierto U de H(s, 1)y

una primitiva G de f en U tal que Go H = F en un entorno de (s, f).

Proposicion 3.3. La funcion f admite primitivas a lo largo de H, y dos de ellas

difieren en una constante.

Demostracion. El argumento es similar al que ya hicimos para un camino, pero
ahora subdividimos al cuadrado I x I en cuadrados mas pequefnios donde f admi-
te primitivas locales, y luego, muy cuidadosamente, pegamos las primitivas para
obtener una global.

Para cada punto de la imagen H(I x I) existe un disco que lo contiene, y en el
que f admite una primitiva. La compacidad de I x I y la continuidad de H asegu-
ran que existen finitos de estos discos que cubren a H(I x I) y, por la continuidad
uniforme de H en I x I, podemos subdividir a I x I en finitos rectangulos R;; de
forma que H(R;;) estd contenido en alguna de éstas finitos discos, que notamos
Bjj. Alas respectivas primitivas locales en esos discos las notamos Fj;, y asumi-
mos que los R;; estan etiquetados de forma que se ubican en I x I como lo ilustra

la figura siguiente en el caso que haya 9 de ellos.
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La funcion Fj; ciertamente es una primitiva de f a lo largo de H|g,,, y B11 se
interseca con Bjz en un conjunto conexo no vacio, asi Fo difiere de F;; en una
constante. Esto permite definir una primitiva de f a lo largo de H sobre R;; U
Ry>. Inductivamente, podemos definir una primitiva de f alo largo de la primera
columna de rectdngulos C; = Ry U---URy,, obteniendo una funcién que notamos
Fy.

Hacemos ahora lo mismo para cada una de las finitas columnas para obte-
ner funciones F; que son primitivas de f a lo largo de la restriccién de H a esa
columna C; de rectangulos. Podemos ahora repetir la misma idea para pegar a
éstas primitivas: la columna de rectdngulos C; se corta con la columna C, en un
conjunto conexo no vacio, asi F; y F» difieren de una constante. Inductivamente,
modificamos las restantes primitivas para obtener la primitiva deseada, definida

entodo I x I. >

Notemos que esto generaliza lo que ya hicimos para caminos: si H es una ho-
motopia entre dos caminos Yoy y1 y si F es una primitiva de f a lo largo de H,
entonces para cada s € I la funcion t — F(s, t) es una primitiva de f alo largo de
t— v:(s), y para cada t € I la funcion s — F(s, f) es una primitiva de f a lo largo
de s— y(5).

Las Figuras I11.5 y I11.6 ilustran el proceso de pegado inductivo que dimos en el

teorema. Podemos dar ahora la

Demostracion de la invarianza homotopica de la integral. Dada unahomotopia H :

IxI— Qdeypay), sea F:IxI— Qunaprimitiva de f alo largo de H. Como
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Ri3 Ro3 R33 Ri3 Ry3 R33
Ri2 R 1 Rs Ri2 + R 1 Rs
Rii + R+ Rs Rii + R+ R

Figura IIL.5: El primer paso, donde obtenemos primitivas en las columnas.

H(s,0) =yo(s) y H(s,1) =y1(s), F(s,0) y F(s,1) son primitivas a lo largo de yo y 71
de f, respectivamente, resulta que

f fdz=F(Q1,0)—F(0,0), f fdz=F(1,1)-F(0,1).
Yo Y1

En el caso (a), como H(0,¢) y H(1,t) son constantes para ¢ € I, lo mismo vale
para F, y deducimos que F(1,0) = F(1,1) y que F(0,0) = F(0,1). En el caso (b), sea
H(0,t) = H(1,t) := 6(t). Entonces tanto F(0, t) como F(1,t) son una primitivas de
flolargo de 6 y luego

ffdzz F(0,1)-F(0,0)=F(1,1) - F(1,0),
5
que completa la demostracion del teorema. <

Ejercicio 3.1. Probar que todo camino continuo en 2, no necesariamente suave

a trozos, es homotdpico a un camino suave a trozos en Q.

El ejercicio anterior nos permite definir, de forma indirecta, la integral de f €
% (Q2) sobre caminos continuos arbitrarios y, en vista del teorema anterior, esta
definicién es compatible con la usual para caminos suaves.

Un lazo en Q se dice nulhomotdpico en () si es homotopico a un camino cons-
tante en Q. Decimos que Q es simplemente conexo si todo lazo en Q2 es nulhomo-

topico. La siguiente proposicién afirma que las funciones holomorfas “no ven” a
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CL—C | Cs Ci— Cy— Cs

Figura II1.6: El segundo paso, donde pegamos las primitivas obtenidas en cada
columna a una en todo el cuadrado.

los caminos nulhomotoépicos.

Corolario 3.4. La integral de toda funcion holomorfa sobre un lazo nulhomotopi-

co es nula.

Demostracion. En efecto, la integral de una funcién sobre un camino constante
es evidentemente nulay, por el Teorema 3.2, lo mismo es cierto para todo camino

homotdpico a éste. <

Otra forma de enunciar lo anterior es la siguiente.

Corolario 3.5. Siexiste una funcion holomorfa que tiene integral no nula sobre un

lazo, este camino no es nulhomotopico.
Ya conocemos ejemplos de regiones simplemente conexas.
Proposicion 3.6. Toda region estelar es simplemente conexa.

Demostracion. Sea (2 una region estelar con centro ¢, y seay : [0,1] — € un lazo

en 2. Consideremos la homotopia H: [0,1] x [0,1] — € tal que
H(s,t)=ty(s)+(1-1)c.

Entonces H(s,0) = ¢, el camino constante en ¢, H(s,1) = y(s), el lazo y, y para

cada s, el camino H(s, ) es un lazo, pues se obtiene de y por una traslacion y
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una homotecia. Asi H es una homotopia en Q de y a un lazo constante, como
queriamos probar. <

Un lazo y en Q que asigna integral nula a toda funciéon holomorfa sobre Q se
dice nulhomdlogo. Resulta asi que todo lazo nulhomotépico es nulhomologo. Sin
embargo, existen lazos en regiones de C que son nulhomoélogos pero no nulhomo-
topicos, aunque por el momento no tenemos las herramientas disponibles para

probar este fenémeno.



Capitulo IV

Teoremas fundamentales sobre

funciones holomorfas

There is a certain principle of moderation in the theory of analytic functions
which it is easy to sense but very hard to pin down and to express in exact terms.
The reader may have noticed that orderly behavior has a way of propagating itself
in this theory; thus, the existence of one derivative gave the existence of derivatives
of all orders. A bound for the absolute value of f(z) on the frontier of a domain
of holomorphism is also a bound in the interior, and uniform convergence on the
frontier implies uniform convergence in the interior. [...] All these theorems can be
regarded as reflections of the principle of moderation: a function of modest rate of
growth is allowed just so much freedom in its behavior or else. . .

Einar Hille en [8]
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1. Control de las derivadas

1.1. Estimaciones de Cauchy
Fijemos una region Q en C y una funcién holomorfa f : O — C. Veamos que el

crecimiento de las derivadas de f estd controlado por ella.

Proposicion 1.1. Sea B un disco de radio r y centro c con clausura contenida en Q)

y sea n € N. Entonces

(1) Para cada z € B vale que If(”)(z)l < rn!%, donde d(z) es la distancia de
z
z al borde de B.
2) SiB'=B(c,r—s) con0< s<r entonces |f(”)|B/ < rn!%
S

(3) Si M(r) = |flap, (), entonces |a,|r" < M(r), donde Y ,>oan(z—c)" es el desa-

rrollo en serie de potencias de f en torno a c.

Notemos que el tercero de los resultados nos da la constante M del lema de
Abel que prueba que la serie de potencias de f en torno a c tiene radio de conver-

gencia positivo.

Demostracion. Fijemos z € By n € N. Por la férmula integral de Cauchy, tenemos

f(l’l)(z): l’l' f f(é) d&

27i Jop (& — z)"*H1

y luego la estimacion estdndar da la primera afirmacion. En efecto, tenemos que

que

!
(n) n. . —n-1
2)|<—2nr max|z — ,

| (2)] - IflaneaBl ¢l

Yy MaX¢esB lz—&|71 = mingcsp |z—¢| no es otra cosa que la distancia de z al borde de
B.Lasegunda se deduce inmediatamente de la primera, pues en ese caso s < d(z).
Finalmente, para ver la tercera notamos que la segunda vale, en el caso que z = c,
para todo 0 < s < r. Haciendo que s — r, obtenemos lo que queremos, notando

que a, = f M (¢c)/n!. Esto completa la demostracion. <
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Veamos que podemos obtener estimaciones del crecimiento de las derivadas
de f no solo en discos compactos, como afirma el segundo item de la proposicién

anterior, si no en conjuntos compactos arbitrarios.

Teorema 1.2. Sea K compacto contenido en Q) y sea L un entorno compacto de K
contenido en Q). Para cada n € N existe una constante M,,, que depende solo de 2,
K y L, tal que para toda funcion f € 6 (Q)),

1k < Myl flr.

Demostracion. Fijemos f € 0 (Q)) ytomemos K y L como en el enunciado del teo-
rema. Para cada punto z € K existen discos B’, B con B'cB yE C L, yuna constan-
te Cp,, que depende de zy L tal que | f"?|p < C|flsp. Los discos B’ asi obtenidos
cubren a K, y luego existen finitos de ellos, digamos B’ ,...,B;, que cubren a K.
Dado que |flsp; < |f|. para cada uno de los respectivos discos B;, es suficiente
elegir M,, como el maximo de las respectivas constantes Cy,...,C; para obtener
que
1f™lk < Myl f1,

como afirma el teorema. <

1.2. Elteorema de Liouville
Veamos una aplicacion de la desigualdad de Cauchy

lanlr" <|flaB, ()

valida para toda funcién holomorfa en un entorno de c y cuya serie Y a,(z —c)"
en torno a ese punto tiene radio de convergencia mayor a r, que obtuvimos en la

Proposicion 1.1.
Teorema 1.3. (Teorema de Liouville) Toda funcion entera y acotada es constante.

Demostracion. Sea f : C — C entera y acotada, y consideremos el desarrollo en

serie de f =) a,z", que sabemos converge en fodo C. Si M es tal que |f| < M,
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entonces para todo r > 0 y todo n € N vale, por la desigualdad de Cauchy, que
la,|r"™ < M. Como r > 0 es arbitrario, deducimos que a;, = 0si n > 0, y luego es el

caso que f = ag es una funcion constante. <

Una aplicacion interesante del teorema de Liouville es la siguiente.
Proposicion 1.4. La imagen de una funcion entera no constante es densa en C.

Demostraciéon. Supongamos, por el absurdo, que existe un punto w € C y un disco
B(w, r) de modo que f(C)nB(w,r) = &. Esto implica que para todo z € C vale que
| f(z) —w|=r1>0, 0, lo que es lo mismo, que la funcién holomorfa

g8§(@)=———
f(@-w
estd acotada. Pero esto implica que g, y luego f, es constante, contra nuestra hi-

potesis. <

Esta proposicién vaticina un resultado famoso de Emile Picard, que afirma
que, de hecho, la imagen de cualquier funcion holomorfa no constante es, o bien
todo C, o bien C menos un punto. Ya conocemos ejemplos de esto: sin(C) = C,
mientras que exp(C) =C~0.

El teorema de Liouville da una —entre muchas!— formas de probar que todo

polinomio no constante con coeficientes en C tiene al menos una raiz compleja.
Teorema 1.5. Todo polinomio no constante tiene una raiz compleja.

Demostracion. Sea p un polinomio en C[X], y supongamos que no tiene ningu-
na raiz. Entonces la funcién f(z) = p(z)~! es holomorfa en todo C. Sin embargo,
| f(z)| — 0 cuando |z| — oo. Resulta que f es entera y acotada, y luego es cons-
tante. Deducimos que lo mismo es cierto para p, en contra de nuestra hipotesis.

Esto prueba el teorema. <
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2. Tres teoremas fundamentales

The values that an analytic function assume in the different parts of its domain
of existence are related to each other: they are connected by analytic continuation
and it is impossible to modify the values in one part without inducing change th-
roughout. Therefore an analytic function can be compared to an organism the main
characteristic which is exactly this: Action on any part calls forth a reaction of the

entire system. — George Polya y Gabor Szeg6 en [13].

En lo que sigue fijamos una region Q € C y una funcion holomorfa f: Q — C.

2.1. Elteorema delaidentidad

Ya sabemos que las funciones holomorfas son analiticas, y esto implica que here-
dan, esencialmente, todas las propiedades buenas que tienen las series de poten-
cias convergentes. El siguiente teorema es el reflejo sobre las funciones holomor-
fas del hecho que una serie de potencias queda univocamente determinada por

sus coeficientes.

Teorema 2.1. (Teorema de laindentidad) Sea g holomorfa en Q). Son equivalentes,

D f=g
(2) Elconjunto C={ze€Q: f(z) = g(z)} tiene un punto de acumulacion en (2,

(3) Existe c € Q tal que " (c) = g™ (c) para todo n € N.

Demostracion. Es trivial que (1) = (2). Si, por otro lado, ¢ es un punto de acu-
mulacién de C en Q, y digamos que (c;;) es una sucesion en Q2 ~ ¢ que tiende a c.
Entonces ciertamente f(c) = g(c). Podemos considerar ahora la serie de potencias
h=Y ay(z—c)" de f — g. Por lo anterior h(z) = (z— ¢)h1(z) donde h;(c) = h'(c), y
hy(cy,) = 0 para todo n. Luego haciendo n — oo es hy(c) = 0. Continuando de esta
manera, obtenemos que 1™ (c) = 0 para cada natural n € N. Finalmente, conside-

remos el conjunto

T={zeQ:h™(z) =0 paratodo neN}.
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Como cada derivada 2" es continua, este conjunto es cerrado en Q. Pero es tam-
bién abierto en Q: si zg € T y la serie de Taylor de & en zy converge en un disco
B < Q, entonces ciertamente B < T. Si vale (3), entonces T es no vacio, y luego

T = Q en vista de la conexion de Q. Esto implica que f = g. <

El teorema de la identidad asegura que para cada c € ), existen solo finitos n €
N tal que f (M) (¢) = 0. Llamamos al primer u € Np tal que f () #0 el ordende fen
¢, y lo notamos o.(f); esto define, para cada c € Q, una funcién o, : G(Q2) — Nj.
Ademaés, o.(f) coincide con el orden del desarrollo en serie de potencias de f(z+
¢) en torno al origen, que definimos en el Capitulo II. Andlogamente, definimos la

multiplicidad de f en w como el namero de raices de f(z) = f(c), y lo notamos

w(f,c).

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente caracteriza-

cién de las soluciones a la ecuacion f(z) = w para w € C.

Teorema 2.2. (Fibras discretas) Sea f no constante. Para cada w € C el conjunto

Y w)={zeQ: f(z) = w} es discreto en Q y a lo sumo numerable.

Llamamos a f~!(w) la fibra de f sobre w, que le da nombre a nuestro teore-
ma. Ya conocemos un ejemplo de este fen6meno: el conjunto de soluciones de la

ecuacion exp z = 1 es el subconjunto numerable y discreto 27iZ de C.

Demostracién. Fijemos w € C. Por definicién, la fibra F = f~!(w) es un conjunto
cerrado. Supongamos que ¢ es un punto de acumulacion de F. Entonces c€ F, y
luego el conjunto donde f coincide con la funcién constante w tiene un punto
de acumulacion en (2, y resulta f constante, contra nuestra hipoétesis. Luego F es
discreto.

Para ver que F es alo sumo numerable, notemos que para todo compacto K en
Q, el conjunto KN F es compacto y si es infinito, admite un punto de acumulacién
en K, que ya vimos es imposible. Luego K N F es finito para cada compacto K de
Q, y esto implica que F es a lo sumo numerable, pues Q puede expresarse como

la union creciente de numerables compactos. Esto completa la demostracion. <«
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Ejercicio 2.1. Consideremos para cada n € N el conjunto
Q,=1{z€eQ:|zl<nyd(z,00) =n"'}.

Probar que valen las siguientes propiedades:

(1) Q, es compacto paracadaneN,
2 Qe -,
3) Q= U Q.

n=1

Obtener asi una prueba de la dltima afirmacién en la demostracién anterior.

2.2. Elteorema del médulo maximo
La siguiente formula de Gutzmer es un refinamiento de las desigualdades de Cauchy

de la Proposicion 1.1.

Proposicion 2.3. Supongamos que f tiene un desarrollo en serie de potencias

Z an(z— c)"
n=0
en un entorno de c, que esta serie tiene radio de convergencia mayor a r, y sea

M(r) =|flaB, (). Entonces

27 .
Y lanl*r®" _nfo |fc+re'h)dt < M(r)>.

n=0

Demostracién. Consideremos la funcién g : [0,27] — C tal que g(¢) = f(c + re'!),
esto es

g(t) Zan n ll’lt

n=0

Por la férmula integral de Cauchy, tenemos que

1 27

gyl A flc+retye ™dr=a,r",
T
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y luego,

2m . 1 2m . .
— Ifc+re'h)>=— Y anflc+reHre " dr
27T 0 27T 0 n=0

zzi

27 . .
f anflc+re'yre " dt
n>02” 0

27

donde el intercambio entre la integral y la suma esté justificado por la convergen-
cia normal de la serie que representa a f. Esto prueba la igualdad del enunciado,

y la desigualdad derecha se deduce de la estimacién estdndar. <

De esta formula deducimos que para todo natural n vale la estimacién de Cauchy
lan|r™ < M(r) —algo que ya sabiamos era cierto— pero deducimos ademas el si-

guiente corolario.

Corolario 2.4. Si para algtin n € N es |a,|r"* = M(r), entonces a,, = 0 para todo

m#n,yluego f =ay(z—c)".

Demostracion. En efecto, si |a,|r™ = M(r) entonces ¥,z |a,|*r** <0, que fuerza

que todos los términos que aparecen en esta suma sean nulos. <

Este corolario es todo lo que necesitamos para probar el préximo teorema fun-

damental sobre funciones holomorfas.

Teorema 2.5. (El teorema del modulo maximo) Supongamos que existe c € Q y
un entorno U de c tal que | f(c)| = | fly —esto es, que ¢ es un mdximo local de .

Entonces f es constante en ().

Demostracion. En este caso el corolario anterior afirma que el desarrollo en serie
de potencias de f en torno a c es la serie constante f(c). Por el teorema de la

identidad, resulta f constante en todo Q. <



v 2. TRES TEOREMAS FUNDAMENTALES 77

Corolario 2.6. (El teorema del m6dulo minimo) Supongamos que existe c € Q y

un entorno U de c tal que|f(c)| = minzey | f(2)|. Si f no es constante, f(c) = 0.

Demostracién. Basta notar que si f(c) # 0, la funcion g = 1/f es holomorfa en

algun entorno V < U de c, y tiene ahi un maximo local en c. <
El siguiente teorema es se deduce inmediatamente del Teorema 2.5.

Teorema 2.7. Sea Q) una region acotada en C, y sea g : Q — C continua y holo-

morfa en Q. Entonces el mdximo de g en Q) ocurre en 0Q).

Demostracion. Si g es constante, la afirmacion es inmediata. Podemos asumir,
entonces, que g no es constante. Como (2 es acotado, () es compacto, asi g asume
su valor maximo en alguno de sus puntos. Por el teorema del médulo méximo,

este punto no puede ser interior a Q. <

Una consecuencia interesante de este teorema es el siguiente resultado, cono-

cido ya por Weierstrass, sobre la “propagacion de la convergencia uniforme”.

Teorema 2.8. Sea ) una region acotada y () nen Una sucesion de funciones conti-
nuas sobreQ y holomorfas en Q. Si la sucesion de restricciones (fy, |5 Q) nen converge
uniformemente sobre 8Q entonces (f,) nen converge uniformemente sobre Q a una
funcién continua sobre Q y holomorfa en Q.

Ellector hard bien en demostrar el siguiente corolario, que usaremos més ade-

lante.

Corolario 2.9. Sea ) una region, (f,)nen Una sucesion de funciones holomorfas en
Q y D un subconjunto discreto de Q). Si (f,) nen converge uniformemente sobre cada

compacto de Q) ~ K, de hecho converge uniformemente sobre cada compacto de ().

2.3. Elteorema de la aplicacién abierta
El dltimo de los tres teoremas sobre funciones holomorfas que queremos probar

es el siguiente.

Teorema 2.10. (El teorema de la aplicacién abierta) La imagen de cualquier abier-

to de Q) bajo [ es también un conjunto abierto.
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Nuestra demostracion se basa en una idea similar a la demostracion del Coro-

lario 2.6.

Proposicion 2.11. Sea B un disco abierto con centro c y clausura contenida en (,

y supongamos que min,e4p | f(2)| > | f(c)|. Entonces f tiene un cero en B.

Demostraciéon. Supongamos que f no tiene ceros en B. Entonces g =1/ f es una

funcién holomorfa en un entorno de B, y luego por la desigualdad de Cauchy,

-1
lglo)] < Izlgglglg(Z)l = (%glf(ml) ,

que va en contra de nuestra hipotesis. <

Delo anterior deducimos el siguiente corolario, que es una versidn cuantitativa
del teorema de la aplicacién abierta: determina de forma precisa el tamafo de una
bola contenida en f(B) en torno a f(c) en términos de los valores que asume f en
0B.

Corolario 2.12. Supongamos que26 := m(gr]; | f(2)—f(c)| > 0. Entonces f(B) 2 B(f(c),0).
zZ€

Demostracién. Consideremos un b € C con |f(c) — b| < 6. Si tomamos z € 0B, te-

nemos que

|f(2)=Dbl=|f(2)— f(c)|—=Ib- f(c) =4,

asi min csg|f(2) — bl > |f(c) — b|. La proposiciéon anterior asegura que b = f(z)

para algiin z € By esto prueba lo que afirma el corolario. <
Podemos dar ahora la

Demostracion del Teorema 2.10. Dado c € Q, la hip6tesis que f no es constante
y el teorema de la identidad aseguran que existe una bola B con clausura con-
tenida en Q tal que f(c) ¢ f(0B): de lo contrario, existiria una sucesion de pun-
tos, convergentes a ¢ donde f toma siempre el valor f(c). Resulta entonces que
min,esp|f(2) — f(c)| = 26 > 0, y luego el corolario anterior implica que f(B) 2
B(f(c),0), y esto es suficiente para probar que todo abierto de Q) tiene imagen

abierta bajo f, como afirma nuestro teorema. <
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Ejercicio 2.2. Dar una prueba la tiltima afirmacién que hicimos en la demostra-

cion anterior.

3. Extension de funciones holomorfas

3.1. Elteorema de continuacién de Riemann

Una de las consecuencias del teorema de Goursat es que una funcién que es ho-
lomorfa en toda una region (Q salvo, posiblemente, un punto de ella, es de hecho
holomorfa en todo Q. Veamos un refinamiento de este hecho, atribuido a Bern-
hard Riemann.

Fijemos una regién Q2 en C y una funcién f: Q~c— C.Si f es continua, deci-
mos que [ se extiende de forma continua sobre () si existe una funcion continua
definida en Q que se restringe a f en Q ~ c. El lector puede deducir que significa
que f se extiende de forma holomorfa sobre ) reemplazando todas las instancias

de la palabra “continua” por la palabra “holomorfa” en la oracién anterior.

Teorema3.1. (Teorema de continuaciéon de Riemann) Si f es holomorfa, son equi-

valentes:

(1) f seextiende de forma holomorfa sobre (2,
(2) f seextiende de forma continua sobre (2,
(3) f estd acotada en un entorno dec,

(4) lim,_..(z— C)f(Z) =0.

Demostracion. Estd claro que (1) = (2) = (3) = (4). Veamos que (4) = (1).
Sin perder generalidad, podemos asumir que ¢ = 0. Consideremos las funciones g
yhtalque g(z) =zf(2)size€e Q~0y g(0):=0,y h(z) = zg(z).

Dado que g es continua en 0 por hipdtesis, la funcién & es derivable en 0, y
h'(0) = g(0) = 0, asi h es holomorfa en todo Q, y en particular admite un desarrollo
en series de potencias centrado en 0. Como /(0) = h'(0) = 0, este desarrollo es de
la forma

h(z)=z°(0+a1z+ az> +--+) = 2°h1(2)
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y la serie de potencias h; (z) es la extension holomorfa de f buscada en un entorno
del origen. <

Notemos que lo anterior prueba que la misma conclusion es vélida si asumi-
mos que f es holomorfa en todo Q salvo, posiblemente, en un subconjunto dis-

creto D de puntos de (2, donde la condicién (4) vale para cada c € D.

3.2. Singularidades en la frontera

Fijemos una funcién analitica f : O — C. En cada punto c de Q, f admite en-
tonces una representacion como serie de potencias que converge en algiin disco
B contenido en Q. Puede suceder, sin embargo, que esta serie de potencias tenga
un radio de convergencia mayor, y luego que f esté bien definida en algtin abierto
que contiene propiamente a Q. Diremos que f tiene un punto singular en c € 02
si no existe una serie de potencias g definida en un entorno B de ¢ que coincide

con f en QN B.

Proposicion 3.2. Supongamosque Q) es un disco B = B(c,r) y que el desarrollo en
serie de potencias de [ en torno a c tiene radio de convergencia exactamente r.

Entonces [ tiene necesariamente un punto singular en 0B.

En este sentido, el radio de convergencia R¢(c) detectala singularidad mas pro-

ximade f ac.

Figura IV.1: Podemos agrandar el radio de convergencia de f.
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Demostraciéon. Supongamos que ninguiin punto de 0B es singular para f, y vea-
mos que la serie de potencias de f en torno a c converge en un disco con centro ¢
y estrictamente mds grande que B. Por hipoétesis, para cada z € 0B existe un disco
B, en torno a z y una funcién holomorfa que coincide con f en B, N B. Como 0B
es compacto, existen finitos discos, que renombramos By,..., B;, que cubren a 0B.
En cada disco B; tenemos la correspondiente funcién holomorfa que notamos g;.
Podemos asumir que entre estos finitos discos ninguno estd contenido en otro,
pues si es el caso podemos descartar el més pequenio, y los restantes son también
un cubrimiento de B.

Por el teorema de la identidad, si B; N B; es no vacio, g; = g; en tal interseccion.

Tiene entonces sentido que definamos una funcién

~ (z) sizeB,
f(z)= d
gi(z) sizeB;.

Esta funcion es holomorfaen Q= BUB;U---UB,, y, por el Teorema I11.2.8, su serie
de potencias en torno a ¢ converge en cualquier disco contenido en esta union.
Pero por construccién —como se aprecia en la Figura [V.1— d(c,0Q) > r, y esto
contradice que r es el radio de convergencia de f en ¢, y completala demostracion

de la proposicion. <

Ejercicio 3.1. Probar de modo mas formal que, en la demostracién anterior, la

distancia de c al borde de Q es estrictamente mayor a r.

4. Funciones biholomorfas

Recordemos que [ : Q) — C es holomorfa y Q es una region. Diremos que una
funcion holomorfa g : Q — Q' es biholomorfa si es biyectiva y su inversa es tam-
bién holomorfa. Diremos que g es localmente biholomorfa en ¢ € Q si es biholo-

morfa en un entorno de ¢ contenido en Q.

4.1. Raices e inyectividad local
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Proposicion 4.1. Sea c € Q), y supongamos que el orden de f en c es n. Entonces

existe una tinica funcion holomorfa g : Q — C tal que f(z) = (z—c)" g(z) yg(c) # 0.

Demostracion. La expresion de f en términos de g prueba su unicidad, si exis-
te. Para ver la existencia de g, notemos que la funcién g(z) = (z—¢) " f(z) es
holomorfa en Q ~ ¢. Ademas, por la forma en que elegimos n, g es continua en
c. Por el teorema de continuacion de Riemann, g es holomorfa en Q, y ademds
n'g(c) = f™(c) #0. <

Corolario 4.2. Supongamos que B es un disco con centro c y clausura contenida en

Q y que la tinica raiz de f en B es c. Entonces

1 f'(2)
2mi JoB f(2)

dz = o.(f).

Demostracién. Escribamos f = (z—c¢)"g donde n = o.(f) y g no se anula en c.
Como c es la tinica raiz de f en ¢, g no se anula en ningtin punto de B, y luego no

lo hace en un entorno que contiene a B. Por otro lado,

f’(z)= n +g’(Z)
flz) z-c g’

asi resulta que,

! /
Y A 1,[ L oaze 1,[ 81 4.
27i Jop f(2) 2mi Jopz—cC 2mi Jop g(2)

Sin embargo la udltima integral se anula, pues g'(z)/g(z) es holomorfa en algin
disco convexo B’ 2 B contenido en Q. Obtenemos asi la férmula del enunciado.
<

El siguiente lema muestra, por un lado, que el cociente incremental de f tiende
de forma uniforme a f’(c) y, por otro, que f es localmente inyectiva si su derivada

no se anula.

Lema4.3. Sea B un disco con centro c y clausura contenida en Q). Para cada par de
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numeros distintos z, w € B,

f2)-f(w)

Z—W

ffol<If - f©ls.

En particular, si f'(c) Z0 ysi Bestal que|f'— f'(¢)|g < |f'(c)|, f es inyectiva en B.

Demostracion. La primera estimacion se sigue de que

f@)-fw) - f(o)(z—w) =f

lz,w

](f’(cf) — () dé,

y la estimacion estdndar. Dejamos el célculo ya rutinario a manos del lector. Pa-
ra ver la segunda afirmacion, notemos que f’(c) # 0 podemos elegir B para que
If'— f'(0)lg <|f'(c)| pues f’ es continua. Si z # w estdn en B pero f(z) = f(w), la
primera parte del lema implica que | f'(c)| <|f’(¢)|, que ciertamente es imposible.
Asi f es inyectiva en B, como dijimos. <

4.2, Criterio de biholomorfia

Teorema 4.4. Supongamos que [ : QQ — C es inyectiva. Entonces f(Q) = Q' es una

regiony f' no seanulaen Q. Ademdis, f : Q — Q' es biholomorfa y si g es su inversa

1
/ _
8 W)= H )

para todo w € ().

Demostracion. Como f es inyectiva, en particular no es constante, y por el teore-
ma de la aplicacién abierta, Q' es una region. Ademads, la inversa g : Q' — Q es
continua, pues f es abierta.

Como f es inyectiva, f’ no puede anularse idénticamente en ningn disco de
), asi nuevamente por el teorema de la identidad se anula en un conjunto N ce-
rrado y discreto de Q2. Como f es abierta, f(IN) = M es también cerrado y discreto
en Q'

Tomemos ahora w € Q' ~ M ysea z = g(w). Como f es derivable en z, existe fi
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continua tal que fi(z) = f'(z) #0y

f© =f)+ (-2 f1(0).

Esto nos permite escribir, paraé =g(n)yg1 = fio g,

n=w+(gm - gw))gim).

Como g1 (w) = f'(g(w)) # 0, existe un entorno de w donde

gm) —gw) =g n-w),

que prueba que g es derivable en wy g'(w) = f'(g(w)) L.

Resulta que g es holomorfa en Q' ~ M y continua en Q' y luego, por el teo-
rema de continuacién de Riemann, es holomorfa en todo Q. Ademads, vale que
g'(w) f'(g(w)) = 1 para todo w € Q' ~ M. Por el teorema de la identidad, esto es
cierto es todo Q, asi f’ # 0 en todo Q. Esto completa la demostracién del teore-

ma. <

Veamos ahora una resultado andlogo para funciones holomorfas al teorema de

la funcién inversa del analisis elemental.

Teorema 4.5. Una condicion necesariay suficiente para que f sea localmente biho-

lomorfa en un punto c € Q es que f'(c) # 0.

Demostracion. Si f'(c) #0, el Lema 4.3 asegura que existe un disco B con centro
cy contenido en Q donde f es inyectiva. El Teorema 4.4 implica que f es biholo-
morfa en B. Esté claro, por otro lado, que si f es biholomorfa en un entorno de c,

entonces f'(c) # 0, como vimos en la demostracién del Teorema 4.4. <

4.3. Forma local normal
El siguiente teorema nos da una escritura canénica local para f, que usaremos en-
seguida para ver que, salvo un cambio de coordenadas holomorfo, f se comporta

como la funcién z— z"" en un punto c € Q donde m = u(f, c).
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Teorema 4.6. Supongamos que f : Q) — C es holomorfa y no constante y tomemos
c € Q. Existe un disco B < Q con centro ¢ y una funcién biholomorfa h: B— B’ tal
que

f=f©+h™enB,

donde m = u(f, ¢). Ademds, tal escritura es tinica, en el sentido que si B es otro disco

con centro encysih: B — B' es holomorfa, I (c) #0 y existe n € N tal que
f=f©+h"enB, (IV.1)

entonces m = n y existe una raiz m-ésima de la unidad { tal que h = {h en BN B.

Llamamos al término derecho de (IV.1) una forma local normalde f en c.

Demostracion. Para ver que tal escritura de f existe, escribamos f(z) = f(c) +(z—
¢)"g(z) donde g es holomorfa y no se anula en un disco con centro en c. Como
este disco es convexo, g admite alli un logaritmo por el Corolario I11.2.5, y lue-
go admite, en particular, una raiz m-ésima q. Si ponemos h = (z — ¢) g entonces
h'(c)=q(c) #0, pues g(c)" = g(c) #0, asi podemos elegir un disco B posiblemen-
te mas pequeno donde h es biholomorfa, y donde f = f(c) + h'"*, como queriamos.

Para ver que tal escritura es tinica, tomemos B, ny & como en el enunciado del
teorema. Como tanto / como 7 tienen orden 1 en ¢, ™ tene orden m en c y h"
tiene orden 7 en ¢, y como coinciden en B n B, n = m. Finalmente, como hy &
son ambas raices m-ésimas de f — f(c), deducimos que h = {h para alguna raiz

m-ésimas de la unidad, que completa la demostracion del teorema. <

Podemos ahora enunciar precisamente y probar la afirmacién que hicimos al

comienzo de esta seccion.

Teorema 4.7. Para cada c € Q existe un entorno U dec enQ), un discoV con centro

f(o) yfuncionesu:U —E, v:E— V tal que

(1) u es biholomorfay u(c) =0,
(2) veslinealyv(0) = f(c),
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Q) f)=Vy

(4) f:U— V sefactoriza como

dondem = u(f,c).

Demostracién. Por el Teorema 4.6 existe un disco B con centro en ¢y una funcién
biholomorfa h : B — h(B) tal que f = f(c) + h’" en B. Como h se anula en c,
existe un disco B(0,r) contenido en h(B). Ponemos U = h~1(B(0,r)), u = r1h,

V =B(f(c),r")yv:E— Vtal que v(z) = r'*z+ f(c), el entorno U y las funcione
uy v tienen las propiedades deseadas. <

5. Continuacion analitica y monodromia

Completar.



Capitulo V

Teoria de Cauchy general
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1. Lazos nulhomodlogos y la formula integral

En el Teorema II1.2.1 probamos la férmula de Cauchy (III.1) para f : Q — C
holomorfa y B un disco con clausura contenida en 2. La demostracion dependio,
por un lado, de que conociamos el valor de la integral

dg

1
I(aB,z)—zm_faBé_de (V1)

para z € B—de hecho, conocemos su valor para todo z ¢ dB—y, por otro, de que
toda funciéon holomorfa en un conjunto estelar admite una primitiva.
Si queremos obviar el cédlculo de (0B, z) en nuestra demostracién, podemos

escribir el resultado final como

1
I(0B,2) f(z) = — &dé. (V.2)

2ni Jop&—z

para z ¢ 0B, que da una fofmula integral para f, aunque depende también de
I(0B, z).

Sin embargo, sabemos que existen regiones ) y funciones holomorfas en Q
que no admiten primitivas alli. Por ejemplo, esto es cierto si Q = C*y f(z) = z7 1.
También vimos que esta funcién no satisface la formula de Cauchy en cualquier
disco que contenga a 0 en su interior.

El objetivo de esta seccion es dar respuesta a las siguientes preguntas. Dada

una region Q en C,

Problema 1. ;Podemos caracterizar a los lazos y en Q) para los cuales

ffdz:O
Y

para toda f € ©(Q), es decir, todos los lazos nulhomologos en Q?

Problema 2. ;Podemos caracterizar a los lazos y en Q para los cuales vale la for-
mula de Cauchy (V.2) para toda f € 0(Q)?
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1.1. Elindice como funcién de lazos
Al desarrollar la teoria de Cauchy para discos, usamos continuamente que el in-
terior topoldgico de una disco coincide con nuestra nocidon geométrica usual del
“interior” de una curva cerrada simple. Veamos como extender esto de forma con-

sistente a lazos arbitrarios.

Seay: I — Cunlazo en C, donde I = [0,1] es el intervalo unidad. Para cada

punto z € C~v, el indice dey respecto de z es

Ind(y, z) = L ﬁ
2ni Jy &~z
Solemos llamar a este nimero el niimero de giros de y repecto a z, por razones
que serdn evidentes al final de esta seccion.
Dado que el numero de giros de z en torno a y coincide con el ntimero de giros
de y — z en torno al origen, fijaremos en todo lo que sigue un lazo y: I — C~ {0},

y escribiremos Ind(y) a Ind(y, 0).

Lema 1.1. Existen funciones : I — C tal que expl’ = y. En tal caso, para cual-

quiera de ellas

Ind(y) = ——(C(1) - [(0))
r= 27 '

En particular, Ind(y) es un ntimero entero.

Demostracion. Basta que tomemos I una primitiva de g(¢) = ¢! alo largo de y.
En este caso, I'(1) —I'(0) es la diferencia de dos ramas del logartimo en un entorno

de y(1), asi tal nimero es un multiplo entero de 27i. <
Veamos ahora algunas propiedades de la funcién Ind.
Teorema 1.2. La funcionInd: PS(C~0) — Z tiene las siguientes propiedades.

(1) Sidé € PS(C~0) es homotdpico como lazo ay, entonces Ind(y) = Ind(6).

(2) Sivy es el producto puntual de dos lazos 61 y 62 en PS(C ~0), entonces

Ind(y) =Ind(61) + Ind(62).
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2mit

(3) Siy esellazo t — e“"'" entoncesInd(y) = 1.

Demostracion. La primera proposicién se sigue inmediatamente de que z— z !

es holomorfa en C~ {0} y del Teorema II1.3.2. Para ver la segunda afirmacion, sean
I',[y:I— Ctalqueexpl’; =6; parai € {1,2}. Entonces I' =T'; + ', cumple que
expl = v, y deducimos la afirmacion del Lema 1.1. La tltima proposicion es un

célculo que ya hemos hecho. <

Corolario 1.3. La funcién Ind : PS(C ~ 0) — Z es sobreyectiva, esto es, para cada

entero n existen lazos con n giros en torno a al origen.

27mit con el mismo n

Demostracion. En efecto, el lazo que es el producto de t — e
veces es, por la tercera propiedad del teorema, o por un célculo directo, un lazo

con 7 giros en torno al origen. <
Veamos ahora que vale el reciproco de la propiedad (1).

Teorema 1.4. Siy,6: I — C~0 son lazos con el mismo niimero de giros en torno

al origen, son homotopicos como lazos en C ~ 0.

Demostracion. Podemos suponer, que y y 0 tienen el mismo punto inicial y que
tal punto es el 1: y(0) "'y es homotépico ay y §(0) 15 es homotépico a §.
Tomemos I',A: I — C dos caminos tal que expI" = exp A. Entonces I'(0) y A(0)
son un multiplo de 27i y, reemplazando aI' y A por I'-T'(0) y A —A(0), respectiva-
mente, podemos asumir que I' y A son caminos que comienzan en el origen.
Como ¢ y y tienen el mismo namero de giros en torno al 0, resulta que I'(1) =
A(1). Asi I y A son caminos en C con el mismo punto inicial y final. Dado que C
es convexo, son homot6épicos como caminos con extremos fijos; sea pues G una
homotopia de I" a A con extremos fijos. Es inmediato entonces que H = exp G es

una homotopia de lazos entre y a 8. <

Corolario 1.5. Las propiedades (1) — (3) del Teorema 1.2 caracterizan a la funcion

Ind : PS(C~0) — Z univocamente.

Demostracion. Sea ] : PS(C~0) — Z una funcién con las propiedades (1) —(3). Pa-

ra cada n € Z escribamos y,, allazo tal que v, (1) = exp(2wint). Sivale (3), entonces
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en vista de (2), deducimos que J(y,) = J(y]) = nJ(y1) = n. Por el Teorema 1.4, si
Y es un camino con n giros en torno al origen, entonces y es homotdpico a y,
asi por (1) resulta que J(y) = J(y,) = Ind(y). Esto completa la demostracion del

teorema. <

Notemos que las siguientes propiedades son vélidas, y se siguen de las propie-

dades usuales de las integrales de linea que ya probamos.

Proposicion 1.6. Siy es una concatenacion de lazosy yy» ysiy* esel lazo opuesto

ay, entonces
Ind(y) = Ind(y1) + Ind(y>), Ind(y™) + Ind(y) = 0.

1.2. Elindice como funcién de puntos

Consideremos ahora la funcion Indy : z€ C~y— Ind(y, z) € Z.

Proposicion 1.7. La funcion Ind, es continua, y luego constante sobre cada com-
ponente conexa de C ~y. Ademds, existe una tinica componente de C~y que es no

acotada, y alliInd, se anula.

Demostracion. Sea z € C~y y sea B un disco tal que d(B,y) =s>0.Si w € B, un

célculo directo muestra que

w-z dé
Indy (z) — Indy (w) = Py fy(ﬁ—z)(f—w)

y luego por la estimacion estandar

lw—2z| _,

Ind, (2) - Ind, (w)| < LN——

Dado que sy L(y) estan ambos fijos, esto prueba la continuidad de Indy. Como Z
es discreto, resulta que Ind, debe ser continua en cada componente conexa de su
dominio.

Sea ahora R > 0 tal que B(0, R) contiene a y: esto es posible pues y es compacta,

y tomemos un z con |z| > R. Como ¢ — (¢ — z)~1 es holomorfa en B(0, R), resulta
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que Ind,(z) = 0. Ademds, el conjunto B(0,R)° es conexo, asi estd contenido en
la componente donde Ind, se anula, y luego esta componente es ella misma no

acotada. <

Definimos el exterior dey vy el interior dey por
Ext (y) = Ind, ' (0), Int (y) = Ind, ' (Z ~0)

respectivamente. La proposicion anterior prueba que el exterior de y es conexo y
no acotado, y que el interior de y es acotado, y es la unién de numerables compo-

nentes conexas.

1.3. Caracterizacion de los lazos nulhomélogos
Probaremos ahora el siguiente teorema, que da una caracterizacion de los lazos

nulhomologos tanto en términos analiticos como geométricos.

Teorema 1.8. Las siguientes afirmaciones sobre un lazo y en una region () son

equivalentes.

(1) Ellazoy es nulhomélogo en (1,
(2) Elinterior dey estd contenido en ()},

(3) Para toda f € ©(Q) vale la féormula integral

f©)

Ind(y, z) f(z) = Py Sy

—d¢ (V.3)

Demostracion. Sivale (1) y si f es holomorfa en Q, consideramos como antes el

cociente

@ -f@) f()

i paraé e Q~{z} y g(2) = f'(2),

g) =

que define una funcién holomorfa en Q. Integrando a g sobre y obtenemos la f6r-
mula que aparece en (3). Supongamos, por otro lado, que vale (3). Dada f € G(Q)

tomemos z ¢ ¥, y consideremos la funcién holomorfa g(¢) = (£ —z) f (). Aplicando
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la férmula de Cauchy en g obtenemos que

ffdz:O.
Y

Por otro lado, sivale (1) y si tomamos z ¢ , la funcion h(§) = (¢ —2z)~! esholomorfa
en (2, y luego su integral sobre y es cero. Asi Indy(z) = 0, y el interior de y esta
contenido en Q.

Para ver que (3) = (1), fijemos [ € O(Q2) y consideremos la funcién g : Q x

Q — Ctal que

_[O-f@

g, 2) f 2

paraé # z y g(z,2) = f'(2),

Esta funcién es continua en todo puno (¢, z) de Q x Q con ¢ # z. Veamos que es
también continua en cada punto de la forma (c,c) € Q. En efecto, tomemos un

disco B en Q) con centro en c. Podemos escribir para z, w € B

1
glzw)-gle,0) = — ](f’(f) — (o) dé,

- [z, w

y un uso de la estimacion estandar prueba que g(z, w) — g(c,c) cuando |z—c|y
|z—w|— 0.

Notemos ahora que la afirmacion (1) es equivalente a que
fg(é,z)dé =0parazeQ~y.
Y

Por lo que probamos en el parrafo, resulta por la Proposicion I11.2.10 que la fun-
cion h:Q — Ctal que
Mm=fg@@d€
Y

es holomorfa. Veamos que h se extiende a una funcién entera H : C — C que

tiende a cero en oo, por lo que resultard identicamente nula por el teorema de
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Liouville. En efecto, consideremos primero la funcién h; : Ext(y) — C tal que
(c)
hi(z) = f ﬁdg_
y6—2

Esta funcion es holomorfa, y la estimacion estdndar y la no acotacion de Ext(y)
prueban que h;(oc0) = 0. Ademads, h; y h coinciden en Ext(y) Nn(2, y la hipétesis que
Int(y) € Q implica que C = QUExt(y). Podemos definir entonces en H: C — C tal

h(z) size(),
H(z) =
{ hi(z) sizeExt(y).

que

Como H(oco) = 0y como H es entera, el teorema de Liouville asegura que H es

idénticamente nula, como queriamos. <

Esta demostracion elemental de la implicacion (3) = (1) fue presentada por
John D. Dixon en 1971 su articulo [6] , y se ha hecho muy popular en varios libros
de Andlisis Complejo modernos, como lo son el de Remmert [14], el de Serge Lang
[10], el de Robert B. Ash y W. P. Novinger, y el de Robin Dyer y David Edmunds.

2. Regiones homolégicamente simplemente conexas

2.1. Raicesylogaritmos holomorfos

Unaregion Q en C es homologicamente simplemente conexa si todo lazo en Q es
nulhomologo. Por su estrecha relacion con esta propiedad, como veremos en la
seccion siguiente, estudiamos ahora a las raices y los logaritmos holomorfos de
funciones holomorfas en Q.

Fijemos una funcién holomorfa f : QO — C, y supongamos que f es nunca
nula. Un logaritmo holomorfo de | en () es una funcion holomorfa g en Q tal que
exp g = f. La existencia de tal funcién implica, en particular, que f no se anula en
Q. En este caso, la regla de la cadena prueba que g’ = f'/ f —llamamos al cociente

f'1 f la derivada logaritmica de f.
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Proposicion 2.1. La funcion f admite un logaritmo holomorfo enQ siy solamente

si su derivada logaritmica es integrable en Q).

Demostracion. Por lo anterior, si g : O — C es un logaritmo holomorfo de f en
Q, es una primitva de f’/ f. Reciprocamente, supongamos que f'/ f admite como

primitiva a g: Q) — C. La funcion G = fexp(—g) es tal que

G' = f'exp(-g) + fexp(-g)(-f/f) =0,

asi es constante: existe A € C, necesariamente no nulo, tal que f = Aexp g. Si to-
mamos ahora u tal que A = exp y, la funcién g + u resulta un logaritmo holomorfo
de f en Q. <

Por la proposicion anterior, deducimos el siguiente corolario.

Corolario 2.2. SiQ es homologicamente simplemente conexa, toda funcién holo-

morfa en Q admite un logaritmo holomorfo.

Sea n € N. Una funcién holomorfa i : Q — C se dice una raiz n-ésima holo-
morfade f enQsih" = f.

Proposicion 2.3. Supogamos que f # 0. Si h: Q — C es una raiz n-ésima holo-

morfade f en (), entonces
n(h,.. (" h

son todas ellas, donde ( es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Demostracion. Como [ es no nula, podemos elegir un disco abierto B donde f
no se anula nunca, y luego lo mismo vale para k. Si 7 es otra raiz holomorfa de
f, entonces hh~! toma valores en el conjunto de raices n-ésimas de la unidad
y, en vista de que Q2 es conexo, debe ser constante: existe k € {0,...,n} y una raiz

primitiva n-ésima de la unidad ¢ tal que & = {*h, como dijimos. <

Una unidad en ©(Q)) es una funciéon f que admite una inversa multiplicativa.

Evidentemente esto es otra forma de decir que f no se anula sobre Q.
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Proposicion 2.4. Toda unidad en O (Q)) que admite logaritmos holomorfos admite
raices n-ésimas holomorfas para todo n € N. En particular, si Q) es homologicamen-
te simplemente conexoy f € G (Q)) es una unidad, admite raices n-ésimas holomor-

fas para todo n € N.

La segunda afirmacién de la siguiente proposicién generaliza el hecho que el
numero de giros de un lazo respecto a un punto es un entero. Veremos como in-

terpretarla de forma mads concreta en el Capitulo VI.

Teorema 2.5. Sea [ nunca nula enQ y sean z, c € Q. Para todo caminoy en ) que

unez conec,

@ (f®
o~ LT

¥, en particular, siy es un lazo, la integral

ag

1@
2mi Jy f(S)

dg

es un entero.

Demostracion. Seay : [ — Cvy F: I — C una primitiva de f'/f a lo largo de .

Entonces

['©) 4o ePF) _ [
y [ expFO)  flo)

pues F es, en un entorno de z y en uno de ¢, un logaritmo holomorfo de f. La

exp

segunda afirmacion se deduce inmediatamente de la primera. <

El siguiente resultado prueba que si en una region existen “suficientes” raices
holomorfas de una funcién, entonces necesariamente admite un logaitmo holo-
morfo. El lector puede compararlo con la férmula

logt= lim ,
n—oo n

vdlida para ¢ > 0, ya conocida por Leonhard Euler (1707-1783).
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Teorema 2.6. Sea M un subconjunto infinito deN y supongamos que f no se anula
idénticamente en Q. Si f admite una raiz n-ésima holomorfa para cada n € M, f

admite un logaritmo holomorfo en Q).

Demostracion. Veamos primero que f no se anula nunca en Q. En efecto, si h;, es
una raiz m-ésima holomorfa de f, entonces para cada z € Q es 0;(f) = mo(qn).
Como esto vale para cada m € M, tiene que ser el caso que o,(f) = 0 para todo
z €, pues si 0;(f) = 0o, deducimos que f se anula idénticamente por el teorema
de la identidad.

Veamos ahora que f’/ f es integrable en Q: esto prueba que f admite un loga-

ritmo holomorfo en esta region. Para cada m € M y cada lazo y en Q, vale que

!/ h/
dez=mf—mdz.
Yf Yhm

Ambas integrales estdan en 27iZ y, dado que m es arbitrario, tiene que ser el caso
que la integral a la izquierda se anula. Esto prueba que f’/ f es integrable, como

queriamos. <

Corolario 2.7. Si f no se anula y admite una raiz cuadrada holomorfa en Q, ad-

mite un logaritmo holomorfo en Q).

Demostracién. En efecto, en este caso podemos usar el teorema anterior con M =
{2,4,8,16,...}. <

2.2, Caracterizacion de las regiones HSC

Una region Q en C es homolégicamente simplemente conexa si todo lazo en Q
es nulhomologo. El siguiente teorema caracteriza a tales regiones. Mds adelante
extenderemos en varias direcciones la lista de equivalencias siguiente, primero
con el teorema de la aplicacién conforme de Riemann, y luego con el teorema

aproximacion de Runge.

Teorema 2.8. Sea () una region en C. Las siguientes afirmaciones sobre Q) son equi-
valentes:

(1) Q es homoldgicamente simplemente conexa,
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(2) Toda funcion holomorfa en Q) es integrable,

(3) La formula de Cauchy V.3 para toda f € HO y todo lazo en Q,
(4) Elinterior de todo lazo en Q) estd contenido en (),

(5) Toda unidad de ©(Q)) admite un logaritmo holomorfo en (,

(6) Toda unidad de ©(Q)) admite una raiz holomorfa en Q.

Demostracion. Ya sabemos que las afirmaciones (1)-(4) son todas equivalentes.
Ademas, (2) = (5), y vimos que (5) y (6) son equivalentes. Para ver que (5) =
(4), basta notar que si ¢ ¢ (2, entonces z — ¢ admite un logarmito holomorfo, y

luego el indice de todo lazo en Q respecto a c¢ es nulo. <



Capitulo VI

Singularidades
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1. Singularidades aisladas

1.1. Polos
Fijemos unaregion Q en C, un punto c€ Qy f € 0(Q2~c). El Teorema IV.3.1 afirma

que si se cumple la condicién
grr%(z—c)f(z) =0 (VL.1)

entonces f se extiende a una funcién holomorfa en Q. En tal caso, diremos que ¢
es una singularidad evitable de f. En general, diremos que una funcién definida
en () y holomorfa en Q~ c tiene una singularidad aislada en c. El objetivo de esta
seccion es caracterizar el comportamiento de las funciones holomorfas en torno
a una singularidad aislada.

Dado que la condicién (VI.1) se cumple si f estd acotada en un entorno de c,
resulta que f es no acotada en cualquier entorno de c si este punto es una sin-
gularidad aislada que no es evitable. Podria suceder, sin embargo, que para algin
m e N, se cumpla que

lim(z—¢)" f(2) =0 (VI.2)

En tal caso, existe un primer n € N tal que se cumple esta condicion, y el razona-
miento que hicimos en el caso que (VI.1) prueba que h(z) = (z— )" f(z) es holo-

morfa en todo Q, y luego que podemos escribir

h(z)

(z—0o)"

f(2)=

donde h(c) # 0, pues elegimos n minimo. Decimos en este caso que f tiene un

polo de orden n en c; los polos de orden 1 se llaman polos simples.
Teorema 1.1. Las siguiente propiedades son equivalentes.

(1) f tiene un polo de orden n enc,
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(2) Existe he ©(Q) con h(c) #0 tal que

sizeQ~c

(3) Existe un entorno B de c en Q y h € G(B) que se anula solo en c, y lo hace alli

conordenn, talque f =1/henB~c,

(4) Existen constantes positivas m, y m* y un entorno B de c en Q) tal que
milz—cl " <|f(2)|sm*lz—c|™"

paraz € B~c.

Demostracion. La discusion previa al teorema prueba que (1) = (2), y evidente-
mente (2) = (3) = (4). Para ver que (4) = (1), notemos que la desigualdad
implica, primero, que f(z)(z—c)" estd acotada en un entorno de cy, segundo, que

f(2)(z— )" ! no. Asi f tiene un polo de orden 7 en ¢, como queriamos ver. <

Notemos que del teorema anterior se desprende que el conjunto de funciones
holomorfas g : 2~ c¢ — C con un polo en ¢ coincide con el conjunto de funciones

holomorfas g : Q — C* finitas en Q ~ ¢ y tales que g(c) = oo.

Proposicion 1.2. La funcion f tiene un polo de orden n en c siy solamente si existe

un polinomio p de grado n y una funcion holomorfa fy en Q tal que fy(c) =0y

1
fle)=p (z—) + fo(2) (VL.3)

—c
En este caso, fy y p estdn univocamente determinados por f.
Demostracion. Si f tiene un polo de orden n en ¢, sabemos que se escribe de la

forma f(z) = (z—c¢) "h(z) donde h € O(Q) y h(c) # 0. Podemos escribir, usando
un desarrollo de Taylor finito,

n+1

h(z)=q(z—c)+(z—¢)"" " go(2)
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donde gy(z) es holomorfa en Q y g es un polinomio de grado n con g(c) # 0, y
luego obtener la expresién (V1.3) buscada, tomando p(z) = z"q(z™ V) y fo = (z—
¢)8o- Reciprocamente, si se expresa en la forma (VI.3) es claro que tiene un polo
de orden 7 en c. Finalemente, la unicidad esta clara por ser tinica la funcién s con

la que empezamos. Esto completa la demostracion. <

Otra forma de escribir el resultado de la proposicion anterior es la siguiente.

Corolario 1.3. La funcion f tiene un polo de orden m en c exactamente cuando

admite un desarrollo en serie de la forma

f@=) anz-0o",

n=zm
convergente en un entorno dec en Q.

Esto es un ejemplo de una serie de Laurent con parte principal finita; estudia-

remos las series de Laurent en la Seccion 2.

1.2. Singularidades esenciales
Diremos que f tiene una singularidad esencial en c si c no es ni una singulari-
dad evitable ni un polo de f. El siguiente teorema caracteriza el comportamiento

errdtico de f en torno en c en este caso.
Teorema 1.4. (Casorati-Weierstrass) Son equivalentes:

(1) f tiene una singularidad esencial en c,
(2) Para todo entorno perforado B' de c enQ, f(B') es denso enC,

(3) Existe una sucesion (z,) en Q ~ ¢ que converge a c tal que (f (z,)) no converge

enC*.

Demostracion. Para ver que (1) = (2), supongamos que existen discos B(c, 1)y
B(w, s) tal que f(B(c,r)~c) N B(w,s) = &. Esto dice que la funcién g(z) = (f(z) —
w)~! es holomorfa y acotada en B'(c, 1), asi por el teorema de continuacién de
Riemann, es holomorfa en B(c, r). Resulta que f es holomorfa o tiene un polo en

c acorde a si g no se anula en c o tiene alli un cero de orden positivo. Es inmediato
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que (2) = (3), y también que (3) = (1): si f es holomorfa en c o si tiene un

polo en ¢, f(z,) converge siempre, posiblemente a oo, si z, — c. <

1.3. Singularidades en co

Sea f : () — C holomorfa y supongamos que Q2 contiene un entorno perforado de
oo. Existe entonces r > 0 y un disco B, (0) tal que g = f(z™!) : B;(0)~0 — C es ho-
lomorfa. Diremos que oo es una singularidad evitable, un polo o una singularidad
esencial de f acorde al tipo de singularidad que g tiene en el origen. En particu-
lar, f tiene una singularidad evitable en co exactamente cuando existe y es finito

f(0c0). Diremos que una funcion entera es trascendente si no es un polinomio.
Proposicion 1.5. Sea f : C — C entera. Entonces [ es

(1) trascendente siy solo sioo es una singularidad esencial de f,
(2) un polinomio de grado n siy sélo si oo es un polo de orden n de f y

(3) constante siy solo sioo es una singularidad evitable de f .

En particular, si f es trascendente, para cada c € C existe una sucesion (z,) € C que

tiende a oo tal que f(z,) — c.

Demostracion. Basta que veamos la validez de (2) y (3). Si f es un polinomio de
grado n, entonces ciertamente co es un polo de orden n de f. Si, por otro lado,

f(z1) tiene un polo de orden 7 en oo, podemos escribir
feh=pEh+gk

con p un polinomio de orden n y g holomorfa en un entorno del origen con
g(0) = 0. La funcién h(z) = f(z) — p(z) es entonces entera, y h(oo) = g(0) = 0,
asi por el teorema de Liouville /2 es idénticamente nula, y f es un polinomio.
Por otro lado, (3) es una solamente reformulacion del teorema de Liouville, y la
altima afirmacion del teorema es una consecuencia del Teorema de Casorati—

Weierstrass. <
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2. Series de Laurent

Larepresentacion en serie de una funcién holomorfa es 1til para entender, por
un lado, el comportamiento local de esa funcion (Teorema [V.2.5) y de sus deriva-
das (Proposicion IV.1.1), como también —de forma indirecta— la disposicion de
sus posibles singularidades (Proposicion IV.3.2). Veremos ahora como represen-
tar a las funciones holomorfas en regiones que no son simplemente conexas, los
anillos. Esta nueva representacion local serd extremadamente ttil, por ejemplo,
para entender el comportamiento de las funciones holomorfas en torno a singu-
laridades aisladas.

En lo que sigue, dados c € Cy 0 < r < R < oo, escribimos A, g(c) al conjunto
{ze C:r <|z—c| < R} ylollamamos el anillo de radio menor r y radio mayor
R centrado en c o, mas brevemente, un anillo. Notaremos de ahora en adelante
un tal anillo simplemente por A, y quedara fijo durante la seccion, y notaremos
por A"y A” alos conjuntos A, (c) y Br(c), respectivamente, que cumplen que

A= A"nA". Usaremos la notacién B}(c) para el anillo A ;(c).

2.1. Laférmulade Cauchy en anillos

Lema 2.1. Sea f : A— C holomorfa. Entonces para todo par de ntimeros u,v €

f fdz= f fdz.
0By (c) 0By(c)

Demostracion. Los lazos que aparecen en las integrales son homot6picos como

(r,R) talqueu<v

lazos mediante la homotopia H:[0,1] x [u, v] — Atal que H(s,f) = c+ re2miS asi
las integrales coinciden. Otra forma de ver esto es la siguiente: sin perder genera-
lidad, podemos asumir que ¢ = 0, y podemos parametrizar el anillo A usando la

funcion exponencial y el rectangulo R = [logu,logv] x [0,27], y escribir

ff(rf)dfzf f(exp w)expwdw
0A OR

por un simple cambio de variables. Como R es un rectangulo, que es convexo, y

como f(exp w)exp w es holomorfa, la integral a la derecha es nula. <
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Teorema 2.2. (Férmula de Cauchy en anillos.) Sea f : QO — C holomorfa y supon-

gamos que el anillo A tiene clausura contenida en Q. Si z € A, entonces

1 1 1
PRI [® 4. [ g(éi

271 Joar E—z 2ni Joa-E—z 0 2mi

Demostracion. Fijemos z € A, y consideremos el cociente holomorfo de f para

¢ € A que extendemos de la forma usual en ¢ = z:

) -f@) f(Z)

8O =",

Por el lema anterior, la integral de g sobre A* ylaintegral de g sobre A~ coinciden,
y luego
f('f)_f(z)dg: f(&)—f(2)
oAt §—2z oA~ E-z

dé da¢

Pero [ 4+ 7—z = 27mi mientras que Jonr 7—z = 0, asireordenando obtenemos

—d¢.

L[ f@ L[ [©

278 Joa+ E—z 21i Joa- E—2z

T—dé=f(2),

que es lo que queriamos. <

Es importante que notemos que las integrales

f(&) Q) 4 f(&)

A+ ¢ —2Z 9A- € — Zd(f

definen funciones holomorfas en cuatro regiones distintas de C, el interior y exte-
rior de dA™ y el interior y exterior de A, respectivamente. Vamos a interesarnos,
sin embargo, s6lo por dos de ellas: si definimos f~: A, (¢c) — Cy f": Bgr(c) — C
usando las féormulas integrales
1 ()
rra=e— [ L

2m 9Aat € —2z

entonces en la interseccion A = A* N A~ tenemos la igualdad f = f* + f~, que
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llamamos la descomposicion de Laurent de f en A. En general, no serd cierto que
esta igualdad se extiende a otras regiones de Q. El teorema que sigue dice que esta
representacion es unica, y que, como sucede en la férmula de Cauchy, podemos

elegir a los circulos A" y A~ con un poco maés de libertad.

Teorema 2.3. (Descomposicion de Laurent) Sea f : A — C holomorfa. Existen
funciones f* € C(AT)yf-€eOC(A™) talesque f = f*+f~ en Ay f~(o0) = 0. Ade-
mds, estas condiciones determinan a f* y f~ univocamente, de forma que para

cualquierr < t <R,

2= 1 f©) —d¢ siz€ Bs(c),
2mi 0B;(c) (-z
f (@)= 1@ dé size C~ Bs(c).

27” 6B[(c)€ <

Demostracion. Paracada tconr < t < R, la funcion

1 (¢
ft (2) = 27nf %

0B¢(c) {—z

es holomorfa en B(c), y si t’ € (¢, R), las funciones ;,r y f;" coinciden en B;(c),
pues el integrando que las define es holomorfo en el disco A; y(z), y podemos
usar el Lema 2.1. Podemos definir asi una funcién f* € 6(A*) que concide con f;"
en B;(c). Andlogamente, podemos definir una funcion f~ € G(A™) mediante una
ffomula integral como en el enunciado del teorema. El Teorema 2.2 asegura que
vale la igualdad f = f* — f~ en A: si z € A, basta que tomemos un anillo A’ con
clausura contenida en A y centro ¢ que contiene a z, y aplicar tal teorema a f en
A'. Por otro lado, la estimacion estdndar asegura que [~ (oco) =

Para ver la unicidad de f* y f~, supogamos que g* € G(A*) y g~ € G(A™) son
talesque f = g7 g~ en A.Entonces g* — f* = f~— g~ en A, y podemos definir una

funcion entera h: C — C de forma que

g+_f+ en AY,
fT—g enA’,

h=
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Como h(oco) =0, h es constantemente 0 por el teorema de Liouville, que prueba

que g* = fTyque g~ = f~, como queriamos. <

2.2. Series de Laurent

De la misma manera que la férmula de Cauchy en discos nos permite encontrar
desarrollos en serie de potencias para funciones holomorfas en tales conjuntos,
la formula integral de Cauchy en anillos nos permitird encontrar desarrollos en
series de Laurent para funciones holomorfas en este tipo de dominios: una serie

de Laurent en torno a c € C es una serie formal

f(@=) anz—0o)"
nez
en potencias tanto positivas como negativas de z — ¢, compuesta de una parte

regulary una parte principal

ff@=) anz-0o", ff@=) anz—0o",
n=0 n<0

respectivamente. Notemos que la parte regular de una serie de Laurent es una
serie de potencias usual, mientras que la parte principal se obtiene al evaluar una
serie de potencias usual en (z— ¢)~!. En particular, toda serie de potencias es una
serie de Laurent con parte principal nula.

Las series formales de Laurent forman un C-espacio vectorial C[z,z~'] que
contiene el dlgebra de series formales C[z], el dlgebra de polinomios C[z], y el
algebra de polinomios de Laurent C|z,z" '], que no son otra cosa que series for-

males de Laurent con finitos términos. Si una serie de Laurent es de la forma

> an(z—0)"

m=n
para algin m € Z con a,, # 0, diremos que tiene orden m. Es importante notar
que las series formales de Laurent no admiten una estructura de C-algebra para

la cual las algebras anteriores son subdlgebras.
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Teorema 2.4. Si f : A — C es holomorfa, f admite un desarrollo tinico en una

serie de Laurent
1 f©©
(z) = an(z—c)" donde a,=— —
/ ,;Z " " 2mi Jog, (o) (E— o)) ¢

para todo n € Z y cualquier t € (r, R), y tal serie converge normalmente a f en A.

Demostracion. Sea f = f*+ f~ la descomposicion de Laurent de f en A. La parte

regular f* admite un desarrollo en serie

ff@=) anz-o)"

n=0

que converge normalmente a f* en el disco A* por el Teorema I11.2.8. Por otro

lado, si definimos g : By, .(0) — C por
g@)=f(c+zh,

resulta g holomorfa, y ademds lim,_.¢ g(z) = f~ (oc0) = 0, asi g se extiende, de he-
cho, a una funcién holomorfa en B;,,(0) con g(0) = 0. Resulta que g tiene un desa-

rrollo en serie de potencias en By, (0) de la forma

g2)=) byz"

n>0

que converge normalmente a g alli. Si escribimos a_,;, = b, para n > 0 resulta que

obtuvimos el desarrollo en serie de Laurent de f deseado:

f@=fTR+f (@=) anz-0)",

nez

yla convergencia es normal en A. Para ver la unicidad, es suficiente que probemos

la férmula para los coeficientes que dimos en el enunciado del teorema. Dado
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m € Z, tenemos que

~-m-1 -m-1
(2= f(2)=)_ anlz—0)" ",
nez
y para ¢ € (r, R), la convergencia normal permite que integremos la serie derecha
sobre 0B;(c) término a término, y en ese caso el tnico término que aparece es

aquel con n—m—1= -1, ylo hace con valor 2nia,, que da

1 f ()

— dé=a
27i JoB,(c) (€ — )M+ ¢ = am

para cada m € Z, como queriamos probar. <

Las series de Laurent nos proveen de otra forma de clasificar las singularidades

aisladas de una funcién, mucho mas util en la préctica.

Teorema 2.5. SeaQ) < C unaregionyceQ, ysea f :Q~c— C holomorfa. Supon-

gamos que la serie de Laurent de f en un anillo B'(c, r) < Q tiene parte principal

pi2)=) an(z—c)".

n<0

Entonces c es

(1) una singularidad evitable de f siy solo si p es nula,
(2) un polo de orden m siy sélo si p es un polinomio de Laurent de orden m y,

(3) una singularidad esencial si y solo si p es una serie con infinitos términos no
nulos.

Demostracion. Si f tiene una singularidad evitable en c, su serie de Taylor en
B(c, r) coincide con su serie de Laurent en B(c, r), y luego la unicidad de la dltima
prueba que p tiene que ser nula. Reciprocamente, si p es nula podemos extender
f auna funcién holomorfa en B(c, r) de forma que f(c) = ag, que prueba (1). Pa-
ra ver (2), notemos que si p es un polinomio de Laurent de orden m, entonces la

Proposicion 1.2 asegura que f tiene un polo de orden m en c. Reciprocamente, el
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corolario a esta misma proposicion prueba que si f tiene un polo de orden m en
¢, f admite una representacion en serie de Laurent con parte principal finita, y de
orden m. La unicidad de la serie de Laurent de f prueba entonces que p es una
serie finita de orden m. Finalmente, (3) se deduce de lo que acabamos de probar,

pues una singularidad esencial existe exactamente cuando ni (1) ni (2) valen. <«

2.3. Ejemplos

Es importante que notemos que, a diferencia de lo que sucede con las series de
potencias, el desarrollo en serie de Laurent de una funcién en torno a un punto
¢ € C depende del anillo en torno a ¢ que estemos considerando. Por ejemplo, el
desarrollo en serie de Laurent de la funciéon holomorfa f : C~ {0,1} — C tal que
f(2) = (z(1-2))"! en Ag1(0) estd dado por

1
—tl4z+2P+2
V4

mientras que su desarrollo en A; »(0) es la serie de Laurent sin parte regular

Por esta razon, si f es una funciéon con una singularidad aislada en c, la serie de
Laurent de f en torno a c siempre significara aquella obtenida en un disco perfo-
rado en torno a c.

En general, el desarrollo en serie de Laurent de una funcién racional se obtiene
directamente de un desarrollo en fracciones simples. Por ejemplo, consideremos
el punto 2i € C, y el anillo A, 3(2i) que contiene a las singularidades i y —i de f en

su frontera. Si escribimos

1 1( 11 )
1+22 2i\z—i z+i

esto da la separacion de Laurent de f en tal disco, con parte regular y parte prin-
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cipal

11 11
ff@)=————, f@=———

. o)
20 z2—1

respectivamente. Como hicimos en la demostracion del Teorema 2.4, expandimos

a la parte regular en potencias positivas de z —2i, para obtener

_1\h+1
f+(Z)=iZ(4) (z—20)",

21 ;5o\ 31
y expandimosa la parte principal en potencias negativas de z —2i, obteniendo

1 1 n+l
f_(Z)z—,Z (;) (Z—Zi)n.

21 n<0

3. Funciones meromorfas

Como es costumbre, fijemos una regién Q) < C. Diremos que una funciéon f :
Q — C* es meromorfa en ( si existe un subconjunto discreto Py de Q tal que f
es holomorfa en 2 ~ Py tal que cada punto de Pf es un polo de f. Naturalmen-
te, llamamos a Py el conjunto de polos de f: es alli donde f toma el valor co. En
particular, Py = & exactamente cuando f es holomorfa en Q. Notemos que co-
mo Py es relativemente cerrado en €, resulta vacio, finito, o infinito y numerable.

Escribimos .# (Q2) al conjunto de funciones meromorfas sobre Q.

Proposicién 3.1. Las funciones meromorfas Q — C* son exactamente las funcio-

nes holomorfas Q — C*.

Esta proposicion permite que identifiquemos .4 (Q2) con G(Q,C*) y O(Q) con

el conjunto de funciones en & (Q2,C*) finitas en todo punto.

Demostracién. Recordemos que una funcién f : Q — C* es holomorfa si para
cada punto c € Q existe un disco B tal que o bien f(B) cCy h = f |p es holomorfa,

o bien f(B) <C* ~0ylafuncién 1/h es holomorfa.
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Sea f : Q — C* meromorfa. Por (2) del Teorema 1.1, sabemos que f tiene un
polo de orden m en c si y solamente si existe un entorno B de ¢ y una funcion
holomorfa nunca nula g : B— C tal que f(z) = (z—c)”"g(z) en B. Ciertamente
entonces f(B) <C*~0y 1/f es holomorfa en B. Luego f: Q — C* es holomorfa.

Supongamos, por otro lado, que f: Q — C* holomorfa. Entonces el conjunto
£~ (o0) es discreto en Q: para cada punto ¢ € Q donde f(c) = oo, existe un disco B
tal que f no se anula en B y tal que la funcién 1/ f es holomorfa en B. Como c es
un cero de 1/ f de orden m, en primer lugar c es un punto aislado de f~!(c0) y, si
escribimos f(z) = (z—c¢)™g(z) con g(c) # 0, queda en evidencia que c es un polo

de orden m de f. Asi f es, segiin nuestra definicién, meromorfa. <

Notemos que, como f es holomorfa en la region Q ~ Py, su conjunto de ceros
Zy es también discreto y numerable, y la funcién g = 1/f : Q — C* es otra vez
holomorfa, y cumple que Zg = Pr y que Pg = Zy. Asi la inversa multiplicativa de
toda funcién meromorfa sobre una region es otra vez una funcién meromorfa.
Por otro lado, ciertamente si h € .4 (Q) entonces f + h, fh € 4 (Q) y, mas aun,
P¢yn, Prp € PrU Pp. Resulta que la C-algebra .4 (Q2) es un cuerpo, que contiene a
0 (Q2) como subdlgebra.

Diremos que f : O — C es meromorfa en un punto c € Q si es meromorfa
en un entorno B de ¢ contenido en Q. Por la Proposicion 1.2, existe m € Z y un

desarrollo en serie

f@=) anz-0o",

n=zm
con a,, # 0. Llamamos a m el orden de f en ¢, y lo notamos o.(f); esta notacion
es consistente con la que usamos para el orden de f en una de sus raices, esto es,
extiende la funciéon de orden €0 (Q2) — N a una funcion . (Q2) — Z. Ademas las
funciones holomorfas ( — C son exactamente las que tienen orden positivo en
cada punto de Q. El lector puede verificar que si f y g estdn en ./ (), entonces

para cada c € Q,

0c(fg) =o0c(f) +0c(8), oc(f +g) =min(o.(f),0.(8)
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con igualdad en el segundo caso siempre que o.(f) # o.(g). Si acordamos que el
orden de la funciéon nula en cada punto de Q es oo, para cada c € Q, la funcién
0¢ : M (Q) — Z U {oo} es una valuacion discreta, y hace de .4 (Q2) un cuerpo de
valuacion discreta. Tenemos también un teorema de identidad para funciones

meromorfas:

Teorema 3.2. Sean f, g :Q — C meromorfas. Son equivalentes

D f=g
(2) El conjunto{z€Q): f(z) = g(2)} tiene un punto de acumulacion en (2,

(3) Existe c € Q que no es un polo de f nide g tal que ' (c) = g (c) para todo
neN.

Demostracion. Basta que usemos el teorema de la identidad para la region Q' =

Q~ (Py U Pg) y las funciones holomorfas f,g: Q' — C. <
Ejercicio 3.1. ;Por qué es Q' también una region?

3.1. Funciones racionales
Ya vimos que, dado un abierto Q en C, las funciones meromorfas alli son exacta-

mente las funciones holomorfas O — C*. Veamos ahora que

Proposiciéon 3.3. Las funciones holomorfas C* — C* son precisamente las fun-

ciones racionales C(z).

Demostracién. Tomemos f : C* — C* holomorfa. Asi, en particular, la restricciéon
f:C — C” es holomorfa, y luego tiene asociado su conjunto Py de polos y su
conjunto Z¢ de ceros. Como f es holomorfa en oo, tanto Py como Z¢ debe ser
finitos. Ademas, si f tiene un polo de orden n en oo, 2" f(z) es holomorfa y finita
en un entorno de co. Esto dice que existe una funcién racional r talque g=r"1f:
C — C es una funcién entera nunca nula tal que g(oo) € C, y luego por el teorema

de Liouville g es constante, que prueba que f es racional. <
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4. Residuos

4.1. Teorema de los Residuos
Fijemos una funcién meromorfa f : Q — C*. Para cada singularidad c € Q de f,

definimos el residuo de f en c por

1
— f dz
211 JoB
donde B es un disco con centro ¢y clausura contenida en 2 que contiene a ¢ como
tnico punto singular de f, ylo notamos Res(f, ¢). Si el desarrollo de Laurent de f

en B’ es

> an(z—0)"

nez

entonces Res(f,c) = a_;.

Proposicion 4.1. Elresiduo de f en c es el unico numero complejo A tal que f(z) —

AMz—c)™! es integrable en un entorno perforado de c.

Demostracién. Supongamos que A € C es tal que g(z) = f(z) — A(z—c)~! es inte-
grable en un entorno perforado de c. Entonces, integrando a g sobre el borde de

un disco B suficientemente pequefio en torno a ¢, obtenemos
fdz=2miA
0B

y A =Res(f, ¢). Reciprocamente, si A = Res(f, ¢) la funcion g tiene un desarrollo de
Laurent en torno a ¢ sin término (z—c) ™!, y podemos entonces integrarla término

a término y obtener una primitiva de g. <

El siguiente teorema pone en evidencia el rol central de los residuos de funcio-

nes meromorfas en el célculo de integrales.

Teorema 4.2. (Teorema de los Residuos) Sea f : Q — C* meromorfa, y seay un

lazo nulhomdlogo en Q) que no pasa por ningtin polo de f. Entonces el conjunto
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A= Prnint(y) es finitoy

—f fdz= ) Ind(y, w)Res(f, w).
Y weA

En la préctica, la region Q serd un conjunto convexo o estelar, y entonces cual-
quier lazo alli resultard nulhomoélogo, y A serd en general evidentemente finito
—el enunciado que dimos tiene, sin embargo, cierto interés tedrico: las nocio-
nes de interior y nulhomologia son necesarias si queremos enunciar y demostrar
nuestro teorema con este nivel de generalidad, y es esencialmente imposible de
hacerlo sin recurrir a argumentos informales. Veremos més adelante que nuestra

eleccion de exposicion no es una simple arbitrariedad.

Demostracion. Como la traza de y es compacta, podemos obtener un compacto
K < Q que es union de finitos discos cerrados que contiene a y. De hecho, como el
interior de y estd contenido en Q por el Teorema V.1.8 y como Int(y) € Int(y) Uy,
podemos que K cubre también a Int(y). En tal compacto f tiene finitos polos y
luego A es finito; digamos que A = {wy, ..., wl.

Paracadaie{l,..., t} sea pi(z) = Res(f, w,-) (z—w;) '+ pi(z) la parte principal
del desarrollo de Laurent de f en torno a w;, donde p; contiene los términos con
potencias negativas de orden por lo menos dos de p;. Cada p; es holomorfa en
C~ {w;} y cada p; admite una primitiva en tal conjunto. Ademds, la funcién f =
f—p1—--—p: esholomorfa en un abierto Q' que contiene a K, y y es nulhomoéloga
en Q' pues Int(y) € K < Q'. Asi la integral de f sobre y es nula, y como cada j;

admite una primitiva, resulta que

= Y Ind(y, w)Res(f, w),

L=—Wi yeA

mefdz——ZRes(f w,)fy

T”ll

que es lo que queriamos probar. <

En particular, si el lazo y es simple, esto es, siInd(y, w) = 1 para todo w € Int(y),
obtenemos el siguiente resultado, que es el que usaremos més adelante cuando

integremos sobre lazos simples como pueden serlo circulos, sectores circulares,
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rectdngulos, poligonos y otras curvas similares.

Corolario 4.3. Con las hipotesis y la notacion del Teorema 4.2, siy es un lazo sim-

ple, entonces

Lfyfclz: Y Res(f,w).

271 weA

4.2, Calculo de Residuos
Consideremos una funcién meromorfa f : Q — C y veamos como podemos efec-
tuar el calculo de Res(f, ¢) en algunos casos usuales. Si f tiene un polo simple en

¢, entonces
Res(f,c) = lim(z-¢) f(2)

pues f tiene parte principal a_; (z— ¢)~'. Mds generalmente, si f tiene un polo de

orden m en ¢ entonces el mismo razonamiento muestra que

(z—c)"f(2)

d m-—1
Res(f,c) =lim (—) —

z—c\dz

Si, por otro lado, f es un cociente g/h con g y h holomorfas en un entorno de ¢
tal que g(c) Z0y h(c) =0, y si f tiene un polo simple en ¢ —es decir, si h'(c) # 0,

obtenemos usando lo anterior que

_ 8o
(o)

Res(f,¢)

En general, si /2 es un polinomio con una raiz de orden m en ¢, podemos usar la
féormula que obtuivmos para el caso que f tiene un polo en ¢ de orden m, pero
si h es trascendente en c, esto puede resultar complicado. En este caso, podemos
valernos la expansion en serie de h'y g, como sigue.

Supongamos que & no se anula en ¢y que g lo hace con orden m, asi

h(z)=)_ hpz—0)" g2)=) gulz—o)""™

n=0 n=0

y f tiene un polo de orden m en c. Queremos encontrar una serie de potencias
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Y ns0 fn(z—c)" tal que

n=0 n=0 n=0

(Z hn(z—c)") (Z fn(z—c)”) =) gnlz—0)".

y extraer el coeficiente f,—1 = Res(f, ¢). La igualdad anterior da una lista infinita

triangular de ecuaciones,

8o = ho fo

g1=hifo+hofi

g =hyfo+hfi+hofz
g=hsfo+thafi+hifo+thofs

Como hy # 0, podemos invertir este sistema inductivamente. De hecho, como la
matriz infinita es triangular superior, el determinante de la menor principal m-

ésima es hj' y usando la regla de Cramer resulta que

hO 0 0 g0
hy ho o - &

fm-1=hy™| h2 i ho - &

hm-1 hm—2 hm-3 -+ 8m-1

es el residuo buscado. Finalmente, en el caso que f tenga una singularidad esen-
cial, serd en general necesario obtener la serie de Laurent de f en torno a c. El

lema siguiente serd util més adelante.

Lema 4.4. Supongamos que f es meromorfa en c y que g es holomorfa en c. En-

tonces

(1) Si f tiene un polo simpleRes(f g, c) =Res(f,c)g(c).
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(2) Si f tiene orden m€ Z en c, entonces '/ f tiene un polo simpleen c y
Res(g f'/ f,c) = mg(c).

(3) Si f toma el valor f(c) con multiplicidad m en c y si f y g son holomorfas en

c, entonces
!

f
f—-f’

Demostracion. En el primer caso, f g tiene también un polo simple en ¢, y luego

Res(g c) =mg(c).

Res(fg,c) = lim(z-¢) f(2)8(2) = Res(f,c)g(c).

Para ver la segunda afirmacion, escribamos f(z) = (z—c)"h(z) con h(z) holomor-

fa en un entorno de cy h(c) # 0. Entonces

[l  m +h’(z)
flz) z-c hz’

Como el segundo sumando es holomorfo en un entorno de ¢, esto prueba que
f'/f tiene un polo simple en ¢, y luego que Res(f'/ f, c) = m. Usando lo anterior
concluimos que Res(g f'/f,c) = mg(c). Para ver la ultima afirmacion, notemos
que f — f(c) tiene orden m en ¢, y apliquemos lo que acabamos de probar a esta

funcion. <

4.3. Ejemplos
[lustramos la discusién anterior con algunos ejemplos. Comencemos con el caso

de polos simples, y para eso consideremos la funcién meromorfa

CoSmtz

f(z)=mcotmz=m— ,
sinmz

que tiene polos simples en cada entero k € Z. En este caso, sabemos que

cos(mk) B
sin(k)

Res(f,zx) = nlinllc(z— k)cotz=m
Viamd
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pues (sinnz)’ = mcoswz. Resulta que si g es una funcién meromorfa que es holo-
morfa en k € Z, por el Lema 4.4 obtenemos que Res(f g, k) = g(k). Esto permite
que usemos a f junto con el teorema del Residuo para obtener una representa-

cion integral
1
Y gk —Efrg(z)cotnzdz

lklsn

donde I" es una curva simple cerrada en C que contiene a los enteros —k,—k +
1,...,k—1,kensuinterior y a los demds en su exterior. De forma andloga, la fun-
cion
m
h(z) =mcosecmz =

CoSntz

tiene residuo (—1)* en cada entero, y permitird més adelante que evaluemos su-

mas alternadas

Y ~DFg.

lklsn

Consideremos ahora el caso de un polo de orden mayor. La funcién

CoSntz

f(Z) = (eZJTiZ _ 1)2

tiene polos de orden 2 en los enteros, y podemos escribir
(*"1% —1)% = —4n°2* - 87°i 2> + O(z*) = —(2m)?2*(1 + h(2))

donde h(0) = 0, h'(0) = 27i. Usando esto, resulta que Res(f,0) = —(27i) L. El lec-
tor puede hacer lo mismo para cada k € Z, y obtener que Res(f, k) = (=D 1ern1.

Como ejemplo final, tomemos 7 € Ny consideremos la funcion
fa@)=+2H7"

que tiene un polo simple en cada raiz n-ésima de —1, y luego si ¢ es una de ellas,
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como {1 = —¢71) obtenemos

. z2—¢ 1 ¢
Res(/fan,¢) =£Egl 1+2" nen !l n

Resulta que si g es holomorfa en ¢ y no se anula alli, tenemos que Res(f,,g,¢) =

—-&g(&)/n.

5. Enumeracion de polos y ceros

Usando el Lema 4.4 y el Teorema de los Residuos, deducimos el siguiente re-

sultado.

Teorema 5.1. Sea f : Q — C* meromorfa no constante, g : Q — C holomorfa, y

tomemos wy € C. Si'y es un lazo nulhomalogo en Q) que no corta a Py U F Hw),

entonces
f'( )
RS = I d ) )
f (2) oo f(u;wo nd(y, wu(f, w)g(w)
+ Y Ind(y, w)ou(f)g(w),
wePf

donde la suma derecha involucra solo finitos términos.

En particular, tomando g como la identidad o la funcién constante 1, obtene-

mos los dos resultados siguientes:

Proposicion 5.2. (Enumeracion de polosy ceros) Sea f : Q — C* meromorfa no
constante, y tomemos wy € C. Siy es un lazo simple nulhomologo en Q) que no corta

aPru f_l(wo), entonces

L[ fe
271 ), F 2 = ws dz=Zs(y,wo) — Pr(y)

donde Z¢(y, wy) es el niimero de soluciones a f (z) = wy en el interior de'y, contadas

con multiplicidad, y P¢(y) es el niumero de polos de f en el interior de'y, también
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contados con multiplicidad.

Demostracién. Basta que notemos que como tomamos g = 1 y como Y es simple,

por el Teorema 5.1 la integral en el enunciado de la proposicion es igual a

Yoo ufw+ Y ow(f)

fw)=wy wePy

donde para cada solucion w a f(w) = wy, el entero u(f, w) es la multiplicidad con
la que f toma el valor wy en w, y donde para w € Py, 0w (f) esel ordende f enel

polo w, que es el entero opuesto al orden del polo w de f. <

Proposicion 5.3. (Inversion) Sea f : Q — C* holomorfa no constante, y tomemos
wo € C. Siy es un lazo simple nulhomalogo en (2 que no corta a Py U £ Hwy),

entonces

1 zf'(z) B
2t ) Fo—w Z—f(u;:wou(f,wm

En particular, si f es inyectiva Q) y toma alli el valor wy,

1 zf'(z)

— g1
27 )y @) —w P27 o).

Notemos que por el Teorema [V.4.4, si f: Q — C es holomorfa e inyectiva,
es biholomorfa sobre su imagen, y luego la férmula anterior da una expresion

integral para la inversa de f.

Demostracion. En este caso, como f es holomorfa, es Py = &, yluego por el Teore-
ma 5.1, la integral en el enunciado de la proposicion es igual a }_ £(,)= w, L(f, W) w.
Si ademads f es inyectiva en (), sabemos que f’ no se anula en ningiin punto de
Q por el Teorema 1V.4.4, asi u(f, w) = 1 para cada w € Q. Mds aun, por hip6tesis
f(w) = wy tiene una tinica solucién en Q, a saber, f~!(wy). Esto da lo que quere-

mos. <

5.1. Elteoremade Rouché
Si f:Q — C* es holomorfa no constante y si y es un lazo simple nulhomélogo en
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Q que no pasa por ningun cero de f, la Proposicién 5.2 dice que

1 (@
2ni Jy f(2)

dz=Zs(y)

donde Z¢(y) es el numero de ceros de f en el interior de y, contados con mul-
tiplicidad. El calculo de una integral de esta forma es en general dificil, y suele
depender, obviamente, de la disposicion de los ceros de f en el interior de y. El
siguiente teorema, debido a Eugéne Rouché (1832-1910), prueba que bajo ciertas
condiciones el conocimiento de las disposicion de los ceros de una funcion —que
en general serd facil de obtener— da informacion sobre la disposicion de los ceros
de otra. Usaremos el siguiente lema para probarlo, que ademads deja en evidencia

la naturalidad de la hipé6tesis del teorema.

Lema 5.4. El semiplano cortado C™ = {z € C: z ¢ R} es exactamente el conjunto

de ntimeros complejos z € C que cumplen que
lz—1| < |z|+1.

Demostracion. Si elevamos ambos lados de la desigualdad al cuadrado, luego de

reescribir obtenemos que la desigualdad es equivalente a que
0<Rz+|z|.

Pero siempre es cierto que |Rz| < |z|, con igualdad si y s6lo si Sz = 0. Luego lo
anterior es cierto siempre si z ¢ R, y en el caso que z € R, es cierto si, y solamente

si, z > 0. Esto da lo que queriamos. <

Enunciamos y probamos ahora el teorema de Rouché.

Teorema 5.5. Sean f,g:Q — C holomorfas y seay un lazo simple nulhomadlogo
enQ. Silf — gl <|fl+1g| sobrey, entonces f y g tienen el mismo nuimero de ceros

en el interior devy.

Demostracion. Como |f — g| < |f|+|gl| sobre v, es el caso que f y g no se anulan



VI 5. ENUMERACION DE POLOS Y CEROS 123

sobre y. Ademads, como y es compacta, existe un entorno abierto U de y donde f
y g no se anulan, y podemos considerar la funcién holomorfa h: U — C tal que
h(z) = f(z)/g(z). Por hipotesis, |h — 1| < |h| + 1 en U, asi, por el Lema 5.4, h toma
valores en C™. Esto implica que estd bien definida la funcion Log(h), y nos da una

primitiva de f'/ f — g’/ g sobre U. Deducimos entonces que

! !
ZfW)=L J@ - L [8@

2niJy flz2) ~  2mily g2) dz=Zg(1),

que completa la demostracion del teorema. <

La siguiente version mds débil del teorema de Rouché serd, en general, sufi-
ciente para la mayoria de sus aplicaciones. La idea a tener en mente es que si f es
pequeifia comparada con g sobre v, en el sentido que le da la desigualdad a seguir,

entonces gy [ + g tienen el mismo ntimero de ceros en el interior de .

Corolario 5.6. Sean f,g:Q — C holomorfas y seay un lazo simple nulhomologo
enQ. Si|f| < |g| sobrey, entonces g y [ + g tienen el mismo ntimero de ceros en el

interiordevy.

Demostracion. Las funciones F = f+gy G = g cumplen que |[F-G| < |G| < |F|+]|G]|

sobre la curva vy, asi la afirmacion se sigue del teorema de Rouché. <

Podemos dar ahora otra demostracién del teorema fundamental del Algebra.

Tomemos un polinomio no constante

p(2)=z"+a,_ 12"+ +ag
ysea R =max{|ay|,...,|lan-1l,1}. Si |z| > R, entonces

j -1
Ip(2) - 2" <) laillzl' < Rlz|"" < |z|".

Luego si tomamos y el borde de un disco B(0, r) con r > R, el corolario al teorema
de Rouché asegura que z" y p tienen el mismo ntiimero de ceros en B(0,r). Dado

que z" tiene n ceros (contados con multiplicidad), lo mismo es cierto para p.
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Notemos que si y es un lazo simple nulhomaélgo en Q y si f es holomorfay no
se anula sobre y, entonces y = f oy es un lazo en Cy, por un simple cambio de

variables, tenemos que

1 [f(2 1 f d¢
Ze(y) = — dz=—| = =Ind(y+0).
() 'fyf(z) =5 M nd(yr,0)

Esto nos da, por un lado, una nueva interpretaciéon de la férmula de enumeracion

de ceros de una funcién holomorfa y, segundo, una

Segunda demostracion del teorema de Rouché. Veamos que las hipotesis del teo-
rema aseguran que las curvas y s y yg son homotépicas en C*, por lo que la inva-
rianza homot6pica del indice prueba lo que queremos. Afirmamos que para cada

t la curva

Ye(8) =tyr(s)+ (1 —1)yg(s)

no pasa por el origen. En efecto, si esto fuera falso para algtin par (s, fp), tendria
que ser el caso que £y € (0,1), pues ni y no cortaa Z rUZgy luego obtendriamos

que
Yr(8) _ <0,
Yg(s) t—-1

pero esto contradice que y/yg toma valores en C™. Deducimos que la familia
de curvas y, es una homtopia de lazos de yr a yg en C*, por lo que Ind(y,0) =

Ind(yg,0), como queriamos probar. <

6. Aplicaciones

6.1. Laférmulade Jacobi e inversion de Lagrange
El siguiente resultado, que expresa la invarianza de los residuos por cambios de

coordenadas, se conoce como la formula de Jacobi.

Teorema 6.1. Sea Q) una region enC y sea g : Q@ — Q' biholomorfa. Si f : Q — C
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es meromorfaen ce Q ysic=g(c'), entonces

Res(f,c) =Res((fog)g',¢).

Demostracién. Sea A =Res(f, ¢). La funcién h = f—A(z—c)~! admite una primiti-
va H en un entorno perforado de c, y luego la funcién (hog)g' = (fog)g’ - 1g'(g -
¢)~! admite una primitiva en un entorno perforado de ¢’. Integrandola sobre el

borde de un disco suficientemente pequefio B’ con centro ¢/, obtenemos que

Res((fog)g', (;') :faB,(fog)(z)g'(z) dz

!/
) f 8@ .
oB' g§(z) — g(c)

= A,

pues si B’ es suficientemente pequefio g toma el valor g(c¢) con multiplicidad 1 en

el interior de B’. <

Consideremos ahora el problema de calcular el residuo de la funcion

nz

(1 _ e—Z)m+1

fm,n(z) =

en el origen, donde m, n € Ny. Dado que 1 — e”* tiene una raiz simple alli y e"**
no se anula nunca, f tiene un polo de orden m + 1. Podriamos intentar usar la
férmula para el cdlculo de residuos en polos, pero resultaria muy complicado se-
guir cuenta de las derivadas. La férmula de Jacobi nos da una solucién muy facil:
podemos considerar el cambio de coordenadas w = e?, que transforma nuestro

problema a calcular el residuo de

m+n

g(w) = BT
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en w = 1, y esto es inmediato, pues

i(i)mwmm: (m+n)
m!\dw n

Consideremos una funcion f : B — C holomorfa en un entorno B del origen
tal que f(0) = 0 y su expansion en serie de potencias f =) ,,>; frz" alli. Si f; #0
sabemos que f es localmente biholomorfa, esto es, existe un entorno B’ < B del
origen y una funcién holomorfa g : f(B") — B'talque fog =id ¢y y go f =idp. Si
g =2 ,>18n%2", podemos obtener el coeficiente de n-ésimo g, usando la férmula

de Jacobi. El resultado final se conoce como la férmula de inversién de Lagrange.

Teorema 6.2. Para cada n € N vale que
1
[Zl’l] g — [Zn—l](hl’l+1fl) — ;[zn—l] hn-

dondeh =zl f.

Aqui [z""] da el n-ésimo coeficiente de una serie.

Demostracién. Tomemos n € N, y empezemos notando que g, es el coeficiente
de z7! en g/z"*!, es decir, Res(g/z"*!,0). Si consideramos ahora la funcion biho-

lomorfa f, obtenemos de la férmula de Jacobi que

gn=Res(g(f'/f"1,0)=Res(zf"1f"*,0).

Pero f tiene una raiz simple en 0, asi zf'/ f"*! tiene un polo de orden n en 0y

podemos calcular este tultimo residuo como

1 d n-1 fl
lim el —[,n-1 hn+1 n.
z—»o(n—l)!(dz) (flz)n+1 S R
Esto da la primera igualdad buscada. Para ver la segunda basta notar que 1/ f" —
nf'l f** = (z/ f', asi las funciones a la izquierda tienen el mismo residuo en

0. > |
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El teorema anterior se usa para despejar coeficientes de una ecucacién que
involucra una serie de potencias f de forma implicita; tal ecuacion se obtiene, en
general, por argumentos enumerativos que involucran a los coeficientes de f, que
suelen originarse también de un problema enumerativo.

A modo de ejemplo, consideremos el problema de determinar el nimero c, de
2n-uplas de (¢1,...,€25,) € {1,—1}?" con suma cero tal que €1 +---+¢&; = 0 para cada
i €{1,...,2n}. En particular es ¢y = 1. El lector puede pensar que queremos deter-
minar todos los caminos de (0,0) a (27r,0) en el plano compuestos por vectores
(1,1) 6 (1,-1) que nunca pasan debajo del eje x. Tales caminos se conocen como
caminos de Dyck, en honor al matematico Walther von Dyck.

Formemos la serie de potencia c(z) = Y ,,>0 ¢»z". Es relativamente sencillo pro-
bar que c(z) = 1 + zc(z)? usando la interpretacién combinatoria que le dimos a
los coeficientes de c, y si ahora consideramos la serie f(z) = c(z) — 1, tenemos
que f(z) = z(f(z) + 1)? o, lo que es lo mismo, que f es la inversa funcional de

g(z) = T +Zl)2° Esto prueba, en particular, que f es holomorfa en algtin entorno del

origen pues g es holomorfa en 0 g’(0) # 0. Asi z/g(z) = h(2)" = (z+1)?", y el coefi-

2n

n_l): redujimos el problema de calcular el coeficiente de

ciente de z"! aqui es (

una serie al de calcular el de un polinomio conocido. Obtenemos para cada n e N

1| 2n 1 [2n
Cn:_ = .
nin-—1 n+l\n

Los nimeros en la sucesion (c;,) ,en S€ conocen como los nitmeros de Catalan, y

que

aparecen en una cantidad notable de problemas enumerativos, tanto de origen
puramente combinatorio, como en problemas de origen algebraico.

Completar.

6.2. Calculo de integrales y sumas mediante residuos

Completar.
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1. Elespacio €(Q2)

1.1. Convergencia local uniforme
Fijemos una region Q2 en C. Presentamos ahora, sin mas, una de las dos nociones
de convergencia en € ({2) que serdn centrales en todo el capitulo.

Una sucesion de funciones (f;;) en € (Q2) converge de forma localmente uni-
Jorme en () si todo punto z € ) admite un entorno U donde la sucesion de restric-
ciones (f,|y) converge uniformemente. Notemos que si (f;;) converge de forma
localmente uniforme en (2, define una funcién f : Q3 — Cyy, en vista de la conver-
gencia uniforme, esta funcion pertenece también a Q.

Notemos, también, que la condicion implica que (f;;) converge uniformemen-
te en una familia de discos abiertos que cubren a Q, y luego para todo compacto
K de Q, la sucesion de restricciones (f,|x) converge uniformemente. Reciproca-
mente, dado que todo disco cerrado contiene un disco abierto mas pequeiio, si
para todo compacto K de Q, la sucesién de restricciones (f;|x) converge unifor-

memente, entonces ( f,;) converge de forma localmente uniforme en Q.

1.2. Convergenciay metrizabilidad
En lo que sigue, diremos que una sucesion converge en € (Q2) silo hace de forma
localmente uniforme. Veamos ahora que esta nocion de convergencia es metriza-
ble: existe una métrica d en €6 () tal que una sucesion (f;;) en € (Q2) converge de
forma localmente uniforme si y solamente si es una sucesién de Cauchy para d.

Para cada compacto K de (, definimos la seminorma asociada a K: para cada
fe€,

|flx = rglealgclf(é)l.

El nombre seminorma se debe a que la asignacion

fe€Q)—|flxkeR

verifica todas las propiedades de una norma salvo la condicién que | f|x = 0 im-
plica que f es la funcién nula. Obtenemos asi una familia de seminormas £ =

{l-1x : K < Q2 compacto}.
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La condicion de convergencia local uniforme puede enunciarse ahora en tér-
minos de la familia £": una sucesion (f;;) converge en % () si y solamente si para

todo compacto K en Q,

n,m—o00

Lema 1.1. Existe £y una subfamilia numerable de % tal que una sucesion (f)

converge en € () si y solamente si para toda | - |k € %),

lim |y — flx = 0.

n,m—oo

Demostracion. En el Ejercicio 2.1 construimos una familia numerable de compac-
tos crecientes () ,en cuya union es Q. Sea £ la familia de seminormas asociada
a tal conjunto de compactos. Si K es un compacto arbitrario de 2, entonces existe
neNtal que K €Q,: como K es acotado y K ndQ = 0, podemos elegir n de modo
que valga simultdneamente que d(0,K) < ny d(0Q), K) = n1.

En particular, para todo compacto K en Q existe n tal que |f|x < |fl|q, para
toda f € €(Q), y esto hace evidente que vale la afirmacion del enunciado para

nuestra eleccion de £j,. <

Construimos ahora la métrica deseada. De hecho, definiremos una pseudo-
norma en €6 (2) que induce la métrica correcta. Una pseudonorma sobre € (Q2) es

una funcién p : €(Q2) — [0,00) que cumple que para f, g € €(Q):
(D pAf) sp(f)silAl<],
2) limy_gp(Af) =0,
3) p(f+8) <p(f)+p(8),
(4) p(f)=0siysolosi f=0.

Para cada n e Ny cada f en €(Q), sea |f|, = min(1,|f|q,) y definamos |-l :
€ (Q2) — [0,00) de modo que

Ifla= > Ifl.27"

neN
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Dado que | f|, < 1 para todo n, la serie anterior converge para cualquier eleccién
de f en €(Q).

Proposicion 1.2. La funcion ||-|lq es una pseudonorma en € (), y una sucesion
(fn) converge en €(Q) si y solamente es una sucesion de Cauchy para la métrica

inducida por || q.

Demostracion. Esté claro que |-|| toma valores no negativos. Por otro lado, si || f|| =
0 entonces |f|q, = 0 para cada compacto €, y, dado que su unién es Q, f =0
en (2, asi vale la propiedad (4). La validez de la desigualdad triangular, esto es,
la propiedad (3), se deduce inmediatamente de su validez para cada una de las
seminormas | f|,. La propiedad (2) es minimamente m4s delicada: dada f € €(Q)

y € >0, podemos tomar N tal que

Z 27 "< ¢

n>N

yasuveztomar d >0paraqued|fiy<ly

N
Sifin Y. 27 F<e.
n=1

Esto implica que |[Af|lq < 2¢ si |A| < §, y prueba que tal propiedad se cumple,
mientras que la propiedad (1) es evidente. Para ver que la métrica inducida por
esta pseudonorma es la correcta, es suficiente que notemos que si (f,) es una
sucesion en € (Q) y si || full — 0 cuando n — oo, entonces para cada k € N es el
caso que | fulx — 0 cuando n — oco. Por el Lema 1.1, (f;;) converge a 0 en €(Q2),

como queriamos Ver. <

Notemos que |-|o no es una norma vectorial. Por otro lado, para cada fy g
en € (Q), es cierto que || fglla <l flla-llgllq, por lo que la multiplicaciéon € (Q) x
€ (Q)) — ¥(Q) es continua y, con la métrica inducida por esta pseudonorma,
% (Q2) es un espacio métrico completo. En lo que sigue, siempre consideraremos

% () munido de esta métrica. Parte de la siguiente proposicion afirma que G (Q)
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es un subespacio cerrado de 6 (Q0), y luego es él mismo un espacio métrico com-
pleto.

Proposicion 1.3. Sea (f;) una sucesion en 0 (Q)) que converge en € (Q2) a f. Enton-
ces [ € O(Q), y para cada k € N, la sucesion ( f,,(lk)) converge a (f*) en ©(Q). En
particular, la funcién f € 0(Q) — f' € G(Q) es continua.

Demostracion. Sea (f,) una sucesion en € ({2) y supongamos que converge a f.

Entonces f € €(Q) y, por el Lema I11.1.8, para todo tridngulo T en Q,

fdz=1lim | f,dz=0,
oT

oT V—00

en vista de que cada f, es holomorfa y el Teorema de Goursat. Luego f tiene inte-
gral nula sobre todo tridngulo contenido en €2, y es holomorfa por el Teorema de
Morera. La segunda afirmacion se sigue de las estimaciones de Cauchy en com-

pactos, que es el contenido del Teorema IV.1.2. <

1.3. Independencia de la exhaucién
Hasta ahora construimos una métrica en €6 ({2) usando una exhauscién por com-
pactos de Q particular. Veamos que, aunque las métricas que se obtienen de dis-
tintas exhauciones son en general distintas, los abiertos que definen en € (2) no
dependen de la exhaucién que elejimos.

Recordemos que £ es la familia de todas las seminormas en ¢ ({2) asociadas
a los compactos de Q. Para cada € > 0, cada compacto K en Q y cada f € CO,
definimos U(f; K,e) ={g € €(Q) : | f —glx < €}. Este conjunto es un abierto bdsico
de €(Q), y el conjunto % ¢ ={U(f;K,¢) : K compacto de Qy € > 0} es una base de
abiertosde € (Q) en f.

La siguiente proposicion dice que estos conjuntos, como su nombre lo indi-
ca, son abiertos, y que todo abierto de € (Q2) es una union de conjuntos de esta
forma: esto da el resultado que buscamos y explica el nombre que le dimos a las

colecciones de abiertos % ¢ para f € € ().

Proposicion 1.4. Sea p una métrica definida en € (Q0) usando una familia nume-

rable de seminormas en 6 () asociadas a una exhausion por compactos de Q). En-
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tonces

= para cualquier eleccion de € > 0, de un compacto K de Q y de f € €(Q), el

conjunto U(f; K, €) es abierto y,

w dado 6 >0y f € Q, existe un compacto K de Q) y € > 0 tal que U(f;K,€) <
Bs(f).

Luego, todo abierto de € (Q)) es una union de abiertos de la forma U(f,K,€) y, en
particular, los abiertos de € (Q2) no dependen de nuestra eleccion de exhaucién por

compactos de (.

De forma mads breve, cualquier par de métricas obtenidas como en la proposi-

cion son topologicamente equivalentes.

Demostracion. Por comodidad, hagamos la prueba para d y #j: no hay pérdida
de generalidad en hacerlo en este caso.

Tomemos € > 0, K un compacto de Q y f € €(Q2), y veamos que el conjunto
U(f; K, ¢) es abierto. Existe N € N tal que K esta contenido en Ky. Pongamos 6 =
2~V min(e, 1) y tomemos g € Bs(f). Entonces en particular |f — g|y < min(g, 1) y
luego | f — glky < €. Dado que K < Ky, esto prueba que g € U(f; K, €), y luego que
este conjunto es abierto.

Reciprocamente, dado 6 > 0, tomemos N € N de modo que Y ,,-ny27" < /2.
Para esta eleccion de §, podemos tomar € < 1 de forma que si g € U(f; Ky, €) en-

tonces

N N N
Y If-gln2 " <If—glky D27 "<e ) 27" <é/2,
n=1 n=1 n=1

Deducimos que si g € U(f; K, €) entonces || f — gllo < 8, que prueba la segunda
parte de la proposicién. La dltima afirmacién de la misma es ahora inmedia-
ta: resulta que todo disco abierto en € (Q2) es una union de abiertos de la forma
U(f;K, ¢€),yluego que lo mismo es cierto para un abierto arbitrario de € (Q2). Esto

completa la demostracion. <
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2. Familias de funciones

2.1. Elteorema de Montel

Fijemos una familia de funciones en G (Q2), esto es, un subconjunto & de G (Q).
Para cada compacto K de @(Q2) definimos |Z|x = sup feF | flx. La familia & es
localmente acotada si para cada compacto K de Q) tenemos que |Z|x < oo, y €s
acotadasi | F | = SUp e g | fla < oo.

Notemos que la primera condicién es equivalente a la condicién que para cada
punto z € Q exista un disco B centrado en z tal que || < co. Toda familia aco-
tada es, evidentemente, localmente acotada, sin embargo, la familia de funciones
{z,22%,323,---} definida sobre E es localmente acotada y no es acotada. Toda suce-
sion (f) nen de funciones en G (Q2) define una familia asociada {f}, : n € N}, y esto
nos permite hablar de sucesiones localmente acotadas o acotadas.

Le recordamos al lector el siguiente teorema de Cesare Arzela (1847-1912) y
Giulio Ascoli (1843-1896), que da condiciones suficientes para que una familia de

funciones en € (Q2) sea precompacta.

Teorema 2.1 (de Arzela—-Ascoli). Toda familia & en €6 (Q)) que es localmente aco-
tada y localmente uniformemente equicontinua es precompacta. Esto es, toda su-
cesion en & admite una subsucesiion convergente.

El siguiente teorema es nuestro primer resultado bésico de precompacidad en
0 (), y es uno de los teoremas de Paul A. A. Montel (1876 — 1975) que estudiare-

maos.

Teorema 2.2 (de Montel para sucesiones). Toda sucesion localmente acotada en

0 (Q)) admite una subsucesion convergente.

Basamos su demostracion en una serie de lemas, el primero de ellos es un re-
sultado usual de diagonalizacién para familias de funciones puntualmente acota-

das, cuya demostracién omitimos.

Lema 2.3. Sea D un subconjunto numerable de Q. Toda sucesion de funciones
puntualmente acotada en Q admite una subsucesion que converge puntualmen-
teenD.
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Recordemos que ¥ es localmente uniformemente equicontinua si para cada
c € Q ycada € > 0 existe un disco B 3 ¢ en Q tal que para toda f € & vale que
w(f,B) =sup, ,epl|f(2) — f(w)| < e. Llamamos a este namero la oscilacion de f

enB.

Lema2.4. Toda familia localmente acotada en O (Q2) es localmente uniformemente

equicontinua.

Demostracion. Sea & una familia localmente acotada en €¢(Q), y tomemos ¢ >
0 y un punto c € Q. Por hipétesis, existe un disco B, que podemos asumir esta
centrado en c, tal que |%|p < co. Sea B’ un disco concéntrico a B con la mitad de
su radio 2r, asi d(B’,0B) = r, y tomemos z, w € B'. Por la formula de Cauchy, y la

estimacion estandar, resulta que

|z — w|
27

|f(2) - f(w)| <

£© o 2
LB(f—Z)(f_w)dé\l wiiZla .

Esto implica que si f € & y s < r, entonces
o(f, Bs(0)) <|F|pdsT ™",

y basta que tomemos s = min(re(4|%|g)~ 11 para que w(f, Bs(c)) < <

Notemos que la familia {z+n: n € N} en G (E) es uniformemente equicontinua,
asi a fortiorilocamente uniformemente equicontinua, pero no es localmente aco-
tada.

En este momento podriamos apelar al teorema de Arezela—Ascoli, pues proba-
mos que una familia de funciones holomorfas que es localmente acotada es tam-
bién locamente uniformemente equicontinua. Para que la exposicion sea un poco
mads autocontenida, y por ser interesante en si mismo el siguiente lema, preferi-
mos tomar el camino més largo, en el que daremos una demostracion del teorema

de Arezela—Ascoli.

El dltimo lema que necesitamos nos da atin otra una condicién equivalente a

la de la convergencia local uniforme de una sucesion de funciones. Una sucesion
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(fn) en €(Q) converge continuamente en Q) si para cada sucesiéon convergente
(z,) en Q, existe el limite lim,, .o, f5(2,). Notemos que si tomamos para cada z € Q
la sucesion constante con valor z, deducimos que toda familia que converge con-
tinuamente converge, en particular, puntualmente, y luego queda definida una
funcion f: Q) — C porlareceta f(z) =lim,_ f,(2) para cada z € Q.

De hecho, vale que f(z) =1im;,_ fn(z;) para toda sucesion (z,) ,en €n Q que
tienda a z, como el lector puede verificar construyendo de cualquier par de ta-
les sucesiones una sucesion que también converge a z y tiene a las dos primeras

como subsucesiones.

Lema 2.5. Una sucesion de funciones sobre Q) converge continuamente en ) si y

solamente si converge a una funcion en € (Q2).

Demostracion. Sea (f;) ,en unasucesion de funciones sobre QQ y supongamos, pri-
mero, que converge compactamente a una f € ¥ (2). Dada una sucesiéon (z;)
en () que converge a z € (2, formemos el compacto L = {z, z1, 22,...}. Como f;,
converge de forma local uniforme a f, existe lim|f — f,|r = 0, y luego, en par-
ticular, lim;, . f(21) — fn(zn) = 0. Como f es continua, también es cierto que
lim,,— f(2)— f(z,) = 0y, juntando estas dos afirmaciones, deducimos que f;(z;)
converge a f(z), como queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que (f;),en converge continuamente en Q. Ya
vimos que en ese caso existe una funcion f : Q — Ctal que f;; — f puntualmente.
Veamos que [ es continuay que (f,),en converge a f en 6 (Q2). Para ver lo prime-
ro, supongamos que (z,) en €S una sucesion en 2 que tiende a z € Q. Dado € > 0,
podemos elegir una subsucesion (f,) ken de (fn)nen tal que | fr, (2i) — f(z)| < €
para cada k € N, pues para cada k fijo, f,(zx) — f(zx) cuando n — oo. Podemos

ahora estimar

|f(2) = [zl <|f(2) = fu (2| + | frp. (21) — [ (2)1.

Como la subsucesion (fy,) ke también converge continuamente a f, deducimos
junto con lo anterior que f(zx) — f(z), que prueba que f es continua. Finalmen-

te, veamos que () nen converge a f en € (€2). Sino es el caso, existe un compacto
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K de Q2 de modo que | f;; — f|x no tiende a cero cuando n — co, y podemos encon-
trar un € > 0 y una sucesion (z,) ,en €n K, que podemos asumir converge a algiin

punto z € K, de forma que

|fn(zn) — flzp)l =€ (VIL.1)

para todo n € N. Sin embargo, como z, — z y como [ es continua, resulta que
f(z;) — f(2)y, como (fs)nen tiende a f continamente, es el caso que f,(z,) —
f(2), que implica que lim,_. | f;(z,) — f(z,)| = 0, en contradiccion con (VIL.1).

Esto concluye la demostracion del lema. <
Podemos dar ahora la

Demostracion del teorema de Montel para sucesiones. Sea (f;) ,en Una sucesion en
0 () que es localmente acotada. Por el Lema 2.3 existe una subsucesion (fy,) ken
de (f)nen que converge puntualmente en el conjunto numerable y denso A de
puntos con coordenadas racionales en (). Para alivianar la notacion, notemos
8k = fn, para cada k € N. Veamos que la sucesion (gi) xen converge en 6 (€2). Para
esto basta, por el Lema 2.5, probar que converge continuamente en Q.

Tomemos entonces una sucesion (zx) ey €n  que converge a z € (), y vea-
mos que (gr(zx)) ren converge. Como (gx) xen €S localmente acotada, el Lema 2.4
prueba que es localmente uniformemente equicontinua: dado € > 0 y este z € Q,
existe un disco B con centro z tal que Var(gy, B) < € para todo k € N. Podemos
tomar ahora un a € An B, pues A es denso en 2, yun N € N tal que si k = N,
entonces zy € B, pues z; — z € B. Como ademads (g, (a)) converge, podemos asu-
mir que N es tal que |g,(a) — gm(a)| < e sim,n= N. En esta situacion, resulta que

|81 (21) — 8m(2m)| es alo sumo

|gn(zn) — gn(a)| +|gn(a) — gm(a)| + |gm(a) — gm(zm)| < 3¢

que prueba que (gr(zx)) ken cOnverge, y completa la demostracion del teorema.

<

Diremos que una familia & en € (Q2) es normal si toda sucesion de & admite

una subsucesion convergente, es decir, si & es (secuencialmente) precompacta
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en € (Q2). Asi, tenemos ya demostrada una implicacion del siguiente

Teorema 2.6 (de Montel para familias). Una familia en ©(Q) es normal si y sola-

mente si es localmente acotada.

Demostracion. Sea & una familia en G (Q2), y supongamos primero que es local-
mente acotada. Ciertamente toda sucesion de & tiene esta propiedad, y luego
por el teorema de Montel para sucesiones, admite una subsucesion convergente
en € (Q2), que ya sabemos tiene su limite en & (). Reciprocamente, supongamos
que & no es localmente acotada. Podemos encontrar entonces una sucesion de
puntos (z;) nen €n un disco B de Q y una sucesion (f3,) ,en €n & tal que para todo
n e N sea |f,(z,)| = n. Podemos asumir, ademas, que z,, converge a algiin punto
z € B. Resulta entonces que ninguna subsucesion de (f;) ,en puede converger en
% (Q)), pues en particular esto implicaria que alguna subsucesion de (f,,(z,)) nen

converge, y esto es imposible. <

Veamos ahora que relacion hay entre las familias normales y la familia de de-
rivadas de sus elementos. Dada una familia &, notamos por &' a esta segunda

familia.

Teorema 2.7. Sea ¥ una familia normal en © (Q). Entonces la familia &' también
es normal. Por otro lado, si la familia F' es normal y si & estd acotada en al menos

un punto deQ, entonces & es localmente acotada, y luego normal.

Demostracion. Supongamos primero que & es normal o, equivalentemente, que
es localmente acotada, y veamos que % también es localmente acotada. Por las
estimaciones de Cauchy sobre compactos, para cada disco cerrado B contenido
en Q existe un disco abierto B’ 2 B contenido en Q y una constante absoluta M
que depende solo de Q, B’y B, tal que | f'|p < M| f|p para cada f € @ (), y luego
en particular para cada f € %. Evidentemente, esto implica que &' es localmente
acotada si & lo es.

Reciprocamente, supongamos que %' es localmente acotada, y que c € Q es un
punto donde & estd acotada, es decir, tal que sup feF | f(c)] =:|F|.; < oo. Fijemos

un z € Q y tomemos un disco B 3 z contenido en {2 y un camino poligonal y, en Q
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de z a c. Para cada w € B, seay, el camino de w a c que se obtiene concatenando

[z, w] y Y. De la igualdad

fw) =f+| fl&dé

Yw

y la estimacion estdndar deducimos que para cada w € By cada f € &,
|f)| < |F e+ | F |k Ly w),

donde K es el compacto BUy,. Como L(y,) < L(y;) +r donde r es el radio de B,

deducimos que |¥|p < 0o, como queriamos. <

La hipotesis de que & esté acotada en al menos un punto es necesaria: la fa-
milia de funciones constantes {n : n € N} en & (C) no es localmente acotada, sin

embargo lo es, trivialmente, su familia de derivadas.

Los siguientes son ejemplos de familias normales; el lector debe probar que
este es el caso para cada uno de ellos. ;Cudles de ellas son cerradas, y luego com-

pactas?

(1) {zeE— z""eC:neN},

2) {zeC—n"lzeC:neNj,

(3) {f €6(Q):|f] < M} donde M > 0 es una constante fija,
(4) {f€0(Q):R(f) >0},

z—a
az—1

(5) {zek—n eE:ackE,neobt}, lafamilia de automorfismos de E,

6) {f € @) : |f"(0)| < Mn! paratodo n €N} donde M > 0 es una constante
fija.

2.2. Otros teoremas clasicos
El siguiente criterio es ttil para probar que una sucesién de funciones en G (Q)

converge a otra.



VII 2. FAMILIAS DE FUNCIONES 141

Teorema 2.8 (Criterio de convergencia de Montel). Sea (f,)nen Una sucesion lo-
calmente acotada en O (Q)). Si existe f € O (Q) tal que toda subsucesion de (fy,) nen

que converge en € () converge a f, entonces (f,) nen convergea f.

Demostracion. Supongamos que no. Existe entonces un compacto K en Q, un € >
0 y una subsucesion (fy,)ken de (fn)nen tal que, para todo k € N, vale que |f —
fn,| = €. Esta subsucesion también es localmente acotada, y luego admite una
subsucesion convergente que, por hipotesis, debe converger a f en €(2), que

contradice que | f — f,| = € para todo k€ N. <

Veamos como usarlo para demostrar el pr6ximo teorema que probaron inde-
pendientemente Giuseppe Vitali (1875-1932) en [18] y M. B. Porter en [12].

Teorema 2.9. Sea (f,,)nen uUna sucesion localmente acotada en O (Q)). Si el conjunto
A={zeQ:lim,_ fn(z) existe} admite un punto de acumulacion en (), entonces

(fu) nen converge en G ().

Demostracion. Es suficiente que probemos, por el criterio de Montel, que todas
las subsucesiones convergentes de (f;;)en convergen a una misma funciéon en

0 (Q), y esto es inmediato por el teorema de la identidad. <

Lema 2.10. Sea B un disco con centro c y sea (f,) nen Una sucesion acotada de fun-

ciones holomorfas en B. Son equivalentes

(1) (fn)nen convergeen ©(B),

(2) Existeun punto c € B tal que para todo k € N la sucesion de derivadas ( f,(lk) (€) neN

converge.

Demostracion. Ya sabemos que si (f,),en converge en ¢(B) lo mismo es cierto
para las sucesion de sus derivadas, asi (1) = (2). Para ver que (2) = (1), nota-
mos primero que podemos asumir que B es el disco unidad y que sup,,c | fnl < 1.
Para cada n € N tenemos un desarrollo en serie de Taylor

fn(2) = Z ankzk,

k=0
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y por hipétesis, para cada n € N, existe a, := limy_, a,. Las desigualdades de

Cauchy aseguran que supy. ,, la,i| <1, asi supy |ai| < 1, y luego

f@=Y arz*
k=0
define una funcion holomorfa en E. Afirmamos que (f,) ,en converge a f. En efec-
to, tomemos 0 < r < 1 ysea £ > 0. Existe N > 0 tal que (1 -7)"12r"¥ < ¢y, como

N-1
lim Z |Gy i — anlrk =0,

n—o0 k=0
podemos tomar N’ de forma que esta suma sea también menor a € si n > N'.
Obtenemos entonces que si n > N,

N-1 . rN
|f = falB, < Z |ank — anlr +21Tr<28.

k=0
Como todo compacto de E esta en algtin disco B, con 0 < r < 1, esto prueba lo que

queriamos. <

Es esencial asumir que la sucesion es acotada en el teorema anterior: la suce-
sion en O (E) con término general f,(z) = (nz)"” no converge puntualmente en nin-
gun punto de E, sin embargo para cada k € N vale que f,gk) (0) — 0 cuando n — oo.
Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema de Vitali, que enuncia-
mos —como en [15]— en una forma cuya similaridad al teorema de la identidad

es obvia.

Teorema 2.11 (de Vitali). Sea (f,)nen una sucesion localmente acotada en 0 ().

Son equivalentes

(1) (fn)nen converge en O (Q2).

(2) Existe un punto c € Q tal que para todo k € N la sucesion de derivadas ( f,gk) (€)) neN

converge.
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(3) El conjunto A = {z € Q : lim,_. [, (2) existe} admite un punto de acumula-
cion en (.

Demostracion. Ya observamos que (1) = (2). Por otro lado, (2) = (3), pues
si tomamos un disco B contenido en Q2 en torno ¢ donde (f,),en €s acotada, el
Lema 2.10 prueba que B < A. Finalmente, ya vimos que (3) = (1) en el Teore-
ma 2.9. <

Vale notar que los teoremas de Montel y de Vitali son equivalentes: ya vimos
que el de Montel implica el de Vitali. Reciprocamente, vimos que toda sucesion
de funciones holomorfas localmente acotada en {2 converge puntualmente sobre
un conjunto denso de Q. El teorema de Vitali asegura entonces que esta sucesion
converge en 0 (Q2) (y podemos dar una demostracién del teorema de Vitali que no
use el teorema de Montel!).

Teorema 2.12 (de Hurwitz). Sea (f;)nen Una sucesion convergente en 0 (Q)) a una
funcion f : QQ — C no constante. Si f (c) = 0 para un c € Q, entonces existe un disco
B en Q centrado en ¢ y un indice N € N tal que para todo n € Ny, el nuimero de

ceros de f en B es igual al ntimero de ceros de f,, en B.

Demostracion. Existe un disco B’ en Q centrado en c tal que f no se anula en
B’ ~ c pues f no es constante. Sea B C B’ un disco con centro ¢y sea m, > 0 tal

que | f| = m., sobre 0B. Existe N tal que si n € N>y entonces

|f_fn|6B <ms< |f|OB

en virtud de la convergencia local uniforme de (f;,) sen @ f. El teorema de Rouché
asegura ahora que si n € N>y entonces f, y f tienen el mismo numero de ceros

en el interior de B. <

Corolario 2.13. El limite de una sucesion de funciones nunca nulas en G(Q2) es o

bien una funcién idénticamente nula o bien nunca nula.

Demostraciéon. Supongamos que f no esidénticamente nulay es el limite de ( ;) nen

en 0(Q2). Si f es constante, no hay nada que probar, asi podemos asumir que f no
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es constante. En este caso, el teorema de Hurwitz asegura que si f tiene un cero
en algiin c € ), lo mismo es cierto para casi todas las funciones en (f},) sen, que es

imposible. <

Corolario 2.14. El limite de una sucesion de funciones inyectivas (resp. localmen-
te biholomorfas) en ©(Q)) es o bien constante o bien una funcion inyectiva (resp.

localmente biholomorfa).

Demostraciéon. Supongamos primero que (fy)en €S una sucesion de funciones
inyectivas que converge a una funcion f no constante, y tomemos un punto c € Q.
Entonces las funciones de la sucesion (f,; — f,(c)) nen SONn nunca nulas en Q~cy
esa sucesion converge a f — f(c), que no es nunca nula pues f no es constante.
Por el corolario anterior, f— f(c) es nunca nula en Q~ c. Dado que tomamos c € Q
un punto arbitrario, esto prueba que f es también inyectiva.

Supongamos ahora que (f;,) ,en €S una sucesion de funciones localmente biho-
lomorfas que converge, como antes, a una funcién no constante f. En este caso la
sucesion de derivadas (f)) ,en converge a f’, y cada uno de sus términos es nunca
nulo por ser f, localmente biholomorfa para cada n € N. Como f no es constante,
f’ no es idénticamente nula, y luego el corolario anterior asegura que f’ es, de

hecho, nunca nula, asi f es localmente biholomorfa, como queriamos probar. <«

Teorema 2.15 (de inyeccion de Hurwitz). Sea (f;)nen Una sucesion de funciones
en O (Q) que converge a una funcion no constante f, y supongamos que existe ' <
C tal que para todon €N, f,(Q) € Q'. Entonces f(Q) = Q.

Demostracion. Tomemos ¢ ¢ Q. Por hipétesis las funciones de la sucesion (f;, —
C)nen SON nunca nulas en Q. Como f — ¢ no es idénticamente nula, pues f no
es constante, deducimos que es nunca nula, asi resulta que ¢ ¢ f(Q). Dado que
elejimos a ¢ ¢ Q' de forma arbitraria, esto prueba que f(Q) < Q/, que es lo que

queriamos. <
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3. Una aplicacion del teorema de Vitali

Usaremos ahora el teorema de Vitali para probar un resultado general sobre

intercambio de integracion y diferenciacion.

Proposicion 3.1 (Intercambio de integracion y diferenciacion). Sea Q) una region
enC,yunlazoenQ, y f:y xQ — C una funcion localmente acotada. Supon-
gamos, ademds, que para cada ¢ € y la funcion tal que z € Q — f(§,z) € C es

holomorfa y que las integrales fy f (&, 2)d¢ existen para cada z € Q). Entonces:
» lafuncion F:Q — C tal que F(z) = f f(&,2)d¢ es holomorfa en Q,
Y
, : of
= para cada z € Q) existe la integral f 0—(5 ,2)d< Y,
Y <

0
» paracada z € Q, esF’(z):f—f(f,z)df.
'yaZ

Recordemos que ya probamos una versién mds débil de este resultado en la
Proposicion I11.2.10.

Demostracion. Tomemos un disco compacto B tal que |f|,xp < oco. Definamos
g:10,11xQ — Ctal que g(t,z) = f(y(1), 2)y (1), y formemos una sucesion (g,) nen

de sumas de Riemann

gn(2) = Z gt k»2)ASk,n

para f)’ f(z,¢)d¢. Cada funcion de la sucesion (g5) nen, que tiende puntualmente
a F, es holomorfa por hip6tesis. Ademads, para cada n € N tenemos que |g,|p <
| flyxB 1Y'|1. Asi (gr) nen €s localmente acotada y por el teorema de Vitali converge
uniformemente a F en B. Esto prueba que F es holomorfa. Ademas, la sucesi6n
de derivadas (g;l) neN consiste de sumas de Riemann para fY %(z, ¢)d¢, y sabemos
que converge uniformemente sobre B a F’ por la Proposicién 1.3. Esto concluye

la demostracion de esta proposicion. <
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3.1. Lafuncion Gamma de Euler
Del analisis elemental tenemos una funcién I'": (0,c0) — R tal que

F(s):f wle %du,
0

para cada s > 0. Ademds, vale que I'(1) = 1 y que sI'(s) = I'(s + 1) para cada s > 0.
En particular, I'(n + 1) = n! para cada n € Nj. El siguiente teorema debido a los
matemadticos daneses Harald Bohr and Johannes Mollerup, que no probaremos,

caracteriza a esta funcion:

Teorema 3.2 (de Bohr—Mollerup). La funcionT : (0,00) — R queda univocamene

determinada por las condiciones:

» (1) =1,
w SI(s)=T(s+1)sis>0},

= logl es convexa.

Veamos como aplicar la Proposicion 3.1 para extender la funciéon I' a una fun-
ciéon holomorfa en el semiplano H; = {z € C: Rz > 0}, que a su vez extenderemos
a una funcién meromorfa en C con polos simples exactamente en los enteros no

positivos.

Teorema 3.3. Para cada z € H la integral impropia
oo
['(z) = f u“le "du,
0

existe y la funcion I : Hy — C asi definida es holomorfa. Ademds, para cada z €

Hy, vale quel'(z+ 1) = zI'(z) y que
(o .0]
F’(z):f u* e "logudu.
0

Demostracion. Por la Proposicion 3.1, si tomamos s, £ € (0,00), la funcion

t
fs,1(2) =f u*le " du,
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es holomorfa en todo C. Ademas, la familia de funciones
{fsr:0<s<t<oo}

es localmente acotada en H,: en cada franja F = {z€ C: 0 < a < Rz < b}, una

estimacion estandar asegura que

1 00
|fs,t|F<f u“_le_”du+f ul-le v du.
0 1

Como para cualquier par de sucesiones (€5) nen, (Rp) nen €n (0,00) que convergen
a 0 e oo respectivamente, la sucesion (f¢, r,) nen converge puntualmente sobre
(0,00) aT, el teorema de Vitali asegura que esta sucesion converge en G(H,) aT.
Esto prueba, por un lado, que I es holomorfa y, por otro, que la derivada I'" puede
calcularse como lo afirma el enunciado: podemos aplicar la Proposicién 3.1 a cada
elemento de la sucesion (f¢,, r,) nen. La validez de la ecuacion zI'(z) =I'(z+1) para

z e H; se deduce de su validez en (0,00) y el teorema de la identidad. <

Corolario 3.4. Para cada n €Ny, la funcion

I'(z+ n)

I',:ze{zeC:Rz>—n}
z(z+1)---(z+n-1)

es meromorfa con polos simples en los enteros 0,—1,...,—n+1, y coincide con la
funcion T en H.. Asi, existe una funcion meromorfal' : C — C con Pr = Z tal

que

w [(1) =1,

» [(2)= [u* e “dusizeH, y

» z['(z) =T (z2+1) para todo z ¢ Z <.

Demostracion. Sea n € N. Como I'(z) estd definida para Rz > 0, la funciéon del
enunciado estd definida para Rz > —n, y la ecuacion funcional de I' prueba que
coincide con I'(z) si Rz > 0. Esta funcién es meromorfa y tiene polos simples en

los enteros 0,—1,...,—n+ 1, pues I' no se anula sobre N, y estos son todos ellos,
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pues I' es holomorfa en H,. Finalmente, del teorema de la identidad deducimos
que tenemos bien definida una funcién meromorfa I' : C — C con Pr = Z<( con

las propiedades deseadas. <

3.2. Formula de reflexion
Para continuar el estudio de la funcién I', consideramos otra funcién especial, la

Jfuncién Beta. Definimos B : (0,00)%2 — R tal que

1
B(s, 1) =[ W -wldu.
0

Un argumento completamente andlogo al que hicimos para la funcién I' prue-

ba la primera parte del siguiente resultado.

Proposicion 3.5. La funcion B:Hy x Hy — C tal que
1
B(z,w) = f W la-wW ldu
0
para z, w € H; es holomorfa. Ademads, vale que
I'(z+ w)B(z,w) =T'(2)I'(w)

para cada z, w € Hy.

Demostracion. Como dijimos, la primera parte se deduce de un argumento anélo-
go al que ya hicimos. Para ver la segunda parte, veamos que la igualdad vale para
s, 1 € (0,00). En este caso, la version elemental del teorema de Fubini (que ya usa-

mos en la Proposicion 111.2.10), dice que

F(s)F(t):f f W le " Y dudu
o Jo

oo prl
:f f ut‘f‘S—le—l(l_v)t—].e—udvdu
0 0

=I'(s+1)B(s, 1),
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donde en el segundo paso usamos el cambio de coordenadas
(1, v) € (0,00) x (0,1) — T'(u, v) = (uv, u(l - v)).

Esto prueba la ecuacion deseada en el caso real, y usando el teorema de la identi-

dad deducimos que vale para cada z, w € H;. <

Usando esto podemos probar la siguiente formula de reflexion.

Teorema 3.6 (Férmula de reflexién). Para todo z € C~ Z, vale que

I'2)Ird-z) =

SINtz

Demostracion. Por el teorema de la identidad, basta con que lo probemos si s €

(0,1). En tal caso 1 - s€ (0,1) y por la Proposicion 3.5, tenemos que

1

u \sdu
F(s)F(l—s):B(s,l—s):f ( ) g
o \1—-u u

El cambio de variables = e’ transforma a esta integral en

o0 eUS
f dv.
—co l+ev

Veamos que tiene el valor buscado usando el Teorema de los Residuos. La funcién
Sz

l-u

meromorfa f(z) = ! tiene un polo simple en 7i con residuo —e”**. Dado R >

eZ
0, consideremos un rectdngulo con base en [-R, R] y altura 277, como en la figura.

2mi

Como e® tiene a 27i como periodo, la contribuciéon de la base y el lado opuesto a
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la integral de f sobre el rectdngulo es

. R pUs
(1_62nls)f — d
—R e

Por otro lado, las integrales sobre los dos lado restantes tienden a cero cuando

V.

R — oo por una simple estimacion y el hecho que 0 < s < 1. Lo anterior junto con

el Teorema de los Residuos ahora asegura que

© Vs 2mie'™s T
dv=— — = — ,
oo 1+ €Y 1—e27is  sinms

que es lo que queriamos probar. <

Podemos también calcular los residuos de I" en sus polos, y usando la formula

de reflexion, probar que no tiene ceros.

Proposicion 3.7. La funcion I es nunca nula y, para cada n € Ny, es Res(I',—n) =

(=D"
n

Demostracién. La férmula de reflexién prueba que I' es nunca nula: sabemos que
en los enteros positivos es no nula, y que en los enteros restantes tiene polos,
asi que basta ver que no se anula en los puntos restantes. Pero si z no es entero,
entonces 7/ sinmz # 0, y luego I'(z) # 0 por la férmula de reflexion. Para probar la

afirmacién sobre los residuos en los polos, tomemos 7 € Ny. Calculamos

. 3 I'z+n+1)
lim (z+n)I'(z) = lim (z+n)
Z——n Z—-n z(z+1)---(z+n)
) T(z+n+1)
= lim
z—=-nz(z+1)---(z+n-1)
~ r()
S =mEn+ D (=1
_(=n"
o oon

como queriamos. <
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4. Elteorema de Riemann

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente teorema de Riemann.

Teorema 4.1 (de la aplicacién conforme de Riemann). Todo abierto simplemente

conexo de C distinto de C es biholomorfo al disco unidad.

Dado que toda funcién biholomorfa es un homeomorfismo, si 2 < C es abier-
to y biholomorfo a E, entonces Q tiene que ser también simplemente conexo, asi
esta condicion es necesaria. Por el teorema de Liouville, no existen funciones ho-
lomorfas no constantes C — [E, asi también es necesario que 2 no sea todo C:
una de las caracteristicas notables del resultado de Riemann es que prueba estas
dos condiciones son también suficientes.

Recordemos que todo conjunto simplemente conexo es homolégicamente sim-

plemente conexo, y luego por (6) del Teorema V.2.8,

Lema 4.2. Toda funcion holomorfa nunca nula sobre un abierto simplemente co-

nexo admite una raiz cuadrada holomorfa.

Digamos que un abierto Q2 de C que contiene al origen y cumple lo anterior es
un Q-dominio. La hip6tesis que 0 € Q2 no es restrictiva, ya que si {2 es una region
con la propiedad anterior y ¢ € (), una traslacion por ¢ da otra regién con la misma

propiedad, biholomorfa a Q y que contiene al origen. Probaremos, de hecho, que
Teorema 4.3. Todo Q-dominio de C distinto de C es biholomorfo al disco unidad.

En particular, todo Q-dominio es simplemente conexo: es interesante que no-
temos que una condicion algebraica sobre el dlgebra de funciones 0'(Q2), a saber,
que toda unidad admita una raiz cuadrada, nos da un resultado puramente geo-

métrico sobre Q.

4.1. Existencia

De ahora en adelante, fijjamos un Q-dominio Q que no es C. Notamos por f, para

z—cC
cz—1

c € E al automorfismo involutivo de E tal que t.(z) = para cada z € E. Nuestro
ahora objetivo serd probar que existen funciones biholomorfas 0 — E. Veamos

primero que
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Lema 4.4. Existe una funcién holomorfa e inyectiva f : Q) — E tal que f(0) = 0.

Demostracion. Tomemos a ¢ ), y sea g(z) = z— a. Como g es nunca nula en €,
admite una raiz, esto es, existe v € G(Q) tal que v*(z) = z— a para cada z € Q. En
particular, v es inyectiva y, ademas, (—v)(Q) N v(QQ) = &. En efecto, si existieran
c,c’ € Q tal que v(c) = —v(c’) resultaria, al elevar al cuadrado, que c—a = ¢’ — a,
esto es, que ¢ = ¢’. Pero entonces v(c) = 0, que es imposible.

Como el conjunto (—v) (L) es abierto y no vacio, existe un disco B tal que v(£2)

esta contenido en C ~ B, digamos que B = B(w, r). La funcién

()_z( 1 B 1 )
8 = 2 v —c

es holomorfa ylleva C ~ B a E de forma inyectiva. La funcién buscada es entonces
f=gov. <

Resulta ahora que la familia de funciones
F(Q) ={f:Q— E: f holomorfa, inyectiva con f(0) = 0}

es no vacia. La funcién biholomorfa (2 — [E deseada puede obtenerse resolviendo

un problema extremal sobre & (Q0):

Proposicion 4.5. Si w € Q no es el origen, toda funcion en & (Q)) que maximiza el

funcional

levyl: Q) —R
f—1f(w)]

es sobreyectiva y luego biholomorfa.

Daremos la demostracion en varios pasos. Por el momento, veamos la utilidad
que tienen el teorema de Montel y los teoremas de Hurwitz que obtuvimos en las

secciones anteriores en nuestro contexto.
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Lema 4.6. La familia & (Q)) es localmente acotada, de hecho, es acotada. Ademds,
es cerrada, y luego & (Q)) es compacto. Asi, existen funciones en h € F(Q) que re-

suelven el problema extremal de la Proposicion 4.5.

Demostraciéon. Dado que toda funcién de & (Q) toma valores en E, esta familia
es evidentemente acotada. El teorema de Montel asegura entonces que % (QQ) tie-
ne clausura compacta en ¢ (Q2). Por otro lado, el Teorema 2.15 y el Corolario 2.14

prueban que la familia & (Q2) es cerrada. <

Tomemos ahora un Q-dominio Q' € E. Una funcién f € &#(Q') se dice una ex-
pansion si para todo z € Q' distinto de 0, vale que | f(z)| > |z|. Construiremos ex-

pansiones propias usando el siguiente lema.

Lema 4.7. Sea s:z€E— z? € E ysea c € E. Entonces . = t,2 00 f, es una con-

traccion, esto es, cumple quey.(0) =0 yque |y (2)| < |z| sizeEyz#0.

Demostracién. Como s no es un automorfismo de E, . en particular no es una

rotacion, asi podemos concluir lo que queremos por el Lema de Schwarz. <

Lema 4.8. Seac€FE tal quec® ¢ Q' ysea v e G (Q) la raiz cuadrada de la restriccién

t2 | con v(0) = c. Entonces

n k = t,ov:Q — [E es una expansion.
B YooK = idgy.
Demostracién. Como t. no se anula en Qy £.2(0) = c?, v existe y estd bien defini-

da, y como v(Q) € E, también lo estd kx, que cumple que x(Q2) € Ey «(0) = 0. Como

tcot. =1idg y como so v = f2, tenemos que

YeoK=1Fp2080f,0f,0UV
= CZOSOV
="lp201.2

=idg
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que prueba que «x es inyectiva. Ademads, como . es una contraccion, si z # 0
tenemos que
|z| =y (x(2)| <|x(2)],

que prueba que x es una expansion. <
Podemos dar ahora la

Demostracion de la Proposicion 4.5. Ya probamos que existe una funcion f € & (Q)
que maximiza a |evy|, es decir, que cumple que |f(w)| = |g(w)| para toda otra
g € Z(Q). Supongamos que f(Q) = Q' no es todo E. Como f es inyectiva, Q y Q'
son biholomorfos, asi Q' también es un Q-dominio. Como Q' # E, podemos to-
mar c € [ tal que ¢? ¢ Q/, y el Lema 4.8 prueba que existe una expansion inyectiva
k:Q — E Asi h=xofeF(Q),ycomo f(0) =0y f es inyectiva, resulta que
f(w) #0. Todo esto implica que

|h(w)| =k (f(w))| > |f(w)l,

y contradice el hecho que f maximiza a |ev,,|. Deber ser el caso, entonces, que f

es sobreyectiva. <

Queda demostrado asi el Teorema 4.3. Podemos obtener ahora una extension
del Teorema V.2.8.

Teorema 4.9. Sea () una region en C. Las siguientes afirmaciones sobre () son equi-

valentes:

(1) Q es homologicamente simplemente conexa,

(2) Toda funcion holomorfa en Q) es integrable,

(3) La formula de Cauchy V.3 vale para toda | € G(Q) y todo lazo en (2,
(4) Elinterior de todo lazo en Q) estd contenido en (),

(5) Toda unidad de ©(Q)) admite un logaritmo holomorfo en (),

(6) Toda unidad de ©(Q)) admite una raiz holomorfa en Q.
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(7) Q =C o bien Q es biholomorfa al disco unidad.

(8) Q es simplemente conexa.

4.2, Unicidad
El siguiente teorema extiende el Teorema 4.3 para incluir un resultado de unici-

dad. Recordemos que € es una Q-regién que no es todo C.

Teorema 4.10. Para cada c € Q) existe una unica funciéon biholomorfa f : Q — E
tal que f(c) =0y f'(c) > 0.

Demostracién. Sea g otra funcion biholomorfa g: Q — Etal que g(c) =0y g'(c) >
0, y consideremos la funcién biholomorfa h = fog ! : E — E. Como h(0) = 0, el
Lema de Schwarz asegura que / es una rotacion por algin A € 0E, y en este caso
h )= f'(c)/g'(c) =A>0,asiA =1y heslaidentidad, estoes f = g.

Basta entonces ver que existe una funcién biholomorfa f : O — E tal que
f(©) =0y f'(c) > 0. Podemos asumir que ¢ = 0 € (2, y en ese caso ya sabemos que
existe una tal & al menos con h(0) = 0. Si /'(0) = Ih’(O)IeiB entonces [ = e 0n
Q — E es biholomorfa y cumple que f(0) = 0y que f'(0) = e"*?h'(0) = |h'(0)| >
0. <

Completar.

5. Series de funciones

5.1. Convergencia normal
La segunda nocién de convergencia que consideraremos involucra series de fun-
ciones, y nos permitird, por un lado, probar que muchas series de funciones holo-
morfas son ellas mismas holomorfas y, por otro, construir funciones holomorfas
o funciones meromorfas usando funciones holomorfas y meromorfas conocidas:
es esta la razon principal por la que esta nociéon de convergencia nos resulta im-
portante. Llevaremos adelante esta tltima

Sea (f,,) nen una sucesion de funciones en € (Q2). Decimos que la serie ) f;, con-

verge normalmente en() sitodo punto z de (2 admite un entorno abierto U tal que
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Y | fnlu < oo. Por abuso de lenguaje, diremos que una sucesion converge normal-
mente en €6 (Q2) cuando la serie asociada a ella converja normalmente en €' (Q2).

Nuestra definicion de convergencia normal es local, pero un argumento direc-
to prueba que es equivalente a la condicién que }_ | f;|x < oo para cada compacto
K de Q: 1a palabra “normal” hace referencia aqui a la familia de seminormas en Q
definidas por la familia de compactos de 2, y no al uso comin de la palabra.

Por el teorema de Weierstrass, si una serie converge normalmente en 2, con-
verge de forma localmente uniforme, asi el limite de una serie que converge nor-
malmente en Q es continuo y, como dijimos antes, si cada término de la suma es
una funcién holomorfa, también lo es la suma. Las estimaciones de Cauchy en
compactos prueban, por otro lado, que si ) f,; converge normalmente, lo mismo

es cierto para ). f;,. Dejemos registro de esto en la siguiente proposicion:

Proposicion 5.1. Toda serie de funciones en 0 (Q) que converge normalmente en )
define una funcioén holomorfa en G (Q)). Ademds, si ) f,, converge normalmente en
O(Q) a f, la serie ). f, que se obtiene derivando término a . f,, converge normal-

mentea f'.

La siguiente proposicion muestra que la convergencia normal es estable res-

pecto a las operaciones usuales que hacemos sobre series:

Proposicion 5.2. Sean (f,)nen ¥ (8n)nen Sucesiones en 6 (Q)) que convergen nor-
malmente en Q) con sumas f y g, respectivamente. Entonces
(1) la sucesion (f, + gn) converge normalmenteenQ a f + g,

(2) si (hp)nen es una sucesion de funciones donde cada producto del conjunto
{fig;j, (i, J) e N x N} aparece exactamente una vez, entonces converge normal-
mente en Q) al producto f gy,

(3) si o : N — N es una biyeccion, la sucesién (f)nen tal que [ = fsmn) para

cada n € N converge normalmente en (), y también convergea f .

Una sucesion (f,7) nen como en el dltimo item de la proposicion se dice un reor-

denamiento de (f,,) jen-

Demostracion. Ver el apéndice. <
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5.2. Series de funciones meromorfas

Fijemos ahora una sucesion (f},) ,en €n 4 (Q). Diremos que la serie ) f,, converge
en ./ (Q)) si para cada compacto K < Q) existe m = mg tal que si n > m la fun-
cién f, no tiene polos en K y la serie de funciones holomorfas ), ,, f converge
uniformemente en K.

Asi, la serie ) f;, converge en ./ () si para cada compacto K de Q podemos
quitar finitos términos de ella forma que los restantes no tiene polos en K, y la
serie que forman —que consiste de funciones holomorfas en K— converge uni-
formemente en K.

Diremos que la serie converge normalmente en ./ (Q2) si para cada compacto K
de Q2 se cumple la condicion anterior de dispersion de polos en K y 1a serie restante
converge normalmente en K. Estd claro, como antes, que si una serie converge

normalmente en .4 (Q2) entonces converge en .4 ((2).

Proposicion 5.3. Supongamos que la serie)_ f,, converge (normalmente) en 4 (Q2).
Entonces existe una unica f € 4 (Q)) con la siguiente propiedad: para cada abierto
U < Q con clausura compacta en Q existe F € O(U) ym e N tal que [ |y= fi lu
+--++ fm lu +F. En particular, Pr € Uyen Py,. Mds aun, Pg, N Py, = & siempre que

m # n, entonces vale la igualdad.

Demostracion. Tomemos U < Q un abierto con clausura compacta. La condicién
de dispersion de polos asegura que existe un m € N tal que la serie F =} ,,»,, [
converge (normalmente) en U, y dado que sus sumandos son holomorfos en U,
lo mismo es cierto para F. Definimos fy € 4 (U) por fy = filu+---+ fm lu +F.
Definimos ahora f € .4 (Q) tal que f |y= fy para cada abierto con clausura com-
pacta en Q: esto estd bien definido, pues si tomamos V otro abierto relativamente
compacto tal que U NV es no vacio, entonces el teorema de la identidad asegura
que funv = fulunv= fv lunv. Esta claro que f asi construida cumple la condicion
pedida, y ademds es holomorfa en Q~Uyen Py, La tltima afirmacion de la propo-
sicion se sigue inmediatamente de la expresion de f en los abiertos precompactos
de Q. <

Como es costumbre, notamos por f =) f, ala funcién meromorfa de la pro-
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posicion anterior. El siguiente resultado se deduce inmediatamente de las estima-
ciones de Cauchy en compactos.

Proposicion 5.4. Si una serie ) f,, converge (normalmente) en 4 (Q)) y tiene suma
f, entonces la serie de derivadas Y. ], converge (normalmente) en #(Q)) y tiene

suma f'.

Demostracion. Sea U < Q) abierto y relativamente compacto y tomemos m € N tal
que Y ;> [n tiene sus sumandos en & (U) y converge (normalmente) alli a F €
O (U). Sabemos entonces que Y, f, converge (normalmente) en 6 (U) y tiene
suma F'. Esto prueba que la serie ) f; converge (normalmente) en .4 (Q), y que

su suma g cumple que

glu=filu+-—+f L lu+F =f"ly

para todo abierto U relativamente compacto de Q2, donde m depende, natural-
mente, de U. Deducimos que g = f’ del teorema de la identidad. identidad. Esto

completa la demostracion de la proposicion. <

6. Las series de Eisenstein



Capitulo VIII

Teoremas de representacion 'y

de aproximacion

The awareness that there exist entire functions with ‘arbitrarily” prescribed ze-
ros revolutionized the thinking of function theorists. Suddenly one could “cons-
truct” holomorphic functions that were not even hinted at in the classical arsenal.
Of course, this freedom does not contradict the solidarity of value behavior of ho-
lomorphic functions required by the identity theorem: the ‘analytic cement” turns
out to be pliable enough to globally bind locally prescribed data in an analytic way.

Reinhold Remmert en [15]
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1. Productos infinitos

Sea (z,)nen una sucesion en C. Queremos definir la nocién de convergencia
del producto infinito de esta sucesién. La primera patologia que encontramos es
que, si existe n € N tal que z,, = 0, entonces la sucesion de productos parciales de
(zn)nen €s eventualmente nula, y luego converge a 0. Por otro lado, puede suce-
der que (z;) tenga producto nulo cuando ninguno de sus factores sea nulo, por
ejemplos si z, = 1/2 para cada n € N.

Diremos entonces que el producto [],cn 2n converge si existe ng tal que la su-
cesion (zy) u=n, consiste de términos no nulos y la sucesion de productos parciales
Pn = Zn, " Zn—12n CONverge a un limite z, no nulo. En tal caso, diremos que [] z,
es convergentey definimos el producto de (z,) sen POT 21 - - - Zy—12+. La demostra-
cién de la siguiente proposicion es facil y la omitimos.

Proposicion 1.1. Si[],en 2n converge entonces lim z, = 1. Ademds, si este produc-
n—oo

to es convergente, converge a cero si y solamente si algtin factor es cero.

La proposicion anterior dice que toda sucesion (z,;) con producto convergente
puede escribirse en la forma z, = 1 + w, donde w, — 0y, mds aun, tal que existe

no € N de modo que |wy,| < 1/2 para todo n > ny.

Proposicion 1.2. Si (f,,) converge a f en € (Q)) entonces (exp f;) converge a exp f
en € (Q)).

Demostracion. Vale que |expz — 1| < 2|z| si |z] < 1/2. Dado K < Q compacto, to-

memos 1y € n tal que | f,, — flx < 1/2 si n > ny. Entonces para tales indices,

lexp [ —exp fulk < 2|exp flklf — falk.

Podemos ahora hacer n — ooy concluir. <

Tomemos ahora una sucesion (f;;) en €(Q2). Decimos que el producto [] f,
converge en € (Q2) si para cada compacto K < Q existe un indice m = mg tal que

la sucesion de productos parciales f;;--- f,—1fn converge uniformemente en K a
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una funcién no nula. Asi para cada z € C el producto [] f;,(z) converge, y tenemos
definida una funcién f € €(Q), que notamos por [] f;;. En particular, esto implica

que la sucesion (f;) tiende a 1 en € (Q2). Ademas, ya sabemos que

Proposicion 1.3. Si (f;,) es un sucesion en G (Q) tal que [ f;, converge en € (Q2) a

una funcion limite f, entonces f € G (Q).

El siguiente resultado, aunque en general inttil en la practica, relacionala con-

vergencia de productos infinitos con la de sumas.

Proposicion 1.4. Sea (f,;) una sucesion en € (Q2) y K un compacto en Q). Suponga-
mos que existe ny € N tal que para n > ng la funcion f, |x admite un logaritmo h,,
de forma que h = }_ -, hy, converge uniformemente en K. Entonces[] f, converge

uniformementeenK a f = f1--- fy,exp h.

Demostracion. Como exp hy, = f; sobre K para n > ng y como la serie ).~ p, hn
converge uniformemente sobre K, la sucesion (f,) s>, tiene producto uniforme-
mente convergente a exp h sobre K por la Proposicion 1.2. Como exp h # 0, obte-

nemos lo que queriamos. <

Un producto [[(1 + g,,) de términos en € (2) converge normalmente en € (1)

sila serie )_ g, converge normalmente en € ().

Teorema 1.5. Si[],cn fr es un producto en € (Q2) que converge normalmente, exis-
te f € €(Q) tal que todo reordenamiento [],cn f) converge normalmente a f. Si

para cada n € N la funcion f, € ©(Q), entonces [ € O(Q).

Demostracion. Sea K < Q2 compacto, y pongamos f, = 1+ g,. Existe un ny € N
tal que |g,lx < 1 para todo n > ngy pues (gn)nen converge a 0 en O(Q)). Si |z < 1

entonces |log(1l + z)| < 2|z|, y entonces

Y Nogfalk<2 ) Ignlk <oo

n>ngp n>ngp

asi la sucesion (log f;) n>n, converge normalmente en K. Por la Proposicion 1.4,

[1en frn converge en € (Q2) a una funcion f 'y, por la Proposiciéon VIIL.5.2, cualquier
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reordenamiento (log f;),>n, converge normalmente en K al mismo limite que
(log fn) n>n,» asi todo reordenamiento [],,cn f,;; converge normalmente a f por lo
que acabamos de demostrar. Finalmente, si cada f;, € ©(Q2), nuestra demostracion
prueba que f € C(Q). <

El siguiente resultado es el andlogo para productos de la Proposicién VIL.5.3.
En seguida veremos como ambos resultados estan relacionados a través de las

derivadas logaritmicas.

Proposicion 1.6. Sea (f,;) una sucesion de funciones no nulas en € () con pro-
ducto f normalmente convergente. Entonces f € O(Q) es no nula, vale que Zy =

Unen Zy, ¥, paracada z €, of(z) =} oy, (2).

Notemos que la tltima suma es finita en virtud de nuestra definiciéon de con-

vergencia.

Demostracion. Tomemos c € Q2. Como [] f;,(c) converge, existe un ng € N tal que
fu(c) # 0 si n > ny. Ya sabemos, ademds, que F = [[,,, fn € O(Q) y F(c) # 0.
Como f = fifo-+ fu,F, resulta que o.(f) = oc(f1) + -+ + 0c(fy,). Esto prueba que
Zr =UnenZf, y que f # 0, pues para cada n € N el conjunto Zy, es a lo sumo

numerable, y luego lo es Z. <

Dada una funcién entera f, su derivada logaritmica f'/ f es una funcién mero-
morfa, y si g es otra funcion entera, la derivada logaritmica de fges f'/f+ g’/ g.

Esto puede extenderse a productos infinitos de funciones holomorfas.

Proposicion 1.7. Sea [ = [1,en fn una producto que converge normalmente en
O (Q). Entonces la serie de funciones meromorfasy. ,en fn! f;, converge normalmen-

te en M (Q) y representa la derivada logaritmica f'/ f.
Necesitaremos el siguiente lema.
Lema 1.8. La sucesion fn =[1n=n fm convergeal en O (Q)).

Demostracién. Podemos tomar k € N tal que f; es no nula. En tal caso su conjun-

to Z de ceros es discreto en (), y los productos parciales p, = fi fi+1°* fn DO se
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anulan en Q~ Z. Ademads f, = fi p,ly p,! converge a fk_ L alli. Luego f,, converge
alenQ~Z, ydehecholohace entodo Q por el corolario al Teorema [V.2.8, como

queriamos ver. <
Damos ahora con la

Demostracion de la Proposicion 1.7. Con la misma notacion del lema, para cada
n € N podemos escribir f = fi fo--- fu-1fn, asi para cada n € N tenemos la igualdad
=X 1l fi+ f1 fn.Porellema, (f,) nery converge a 1 en @(€), asila sucesién
de sus derivadas converge a 0 en 0 (2). Pero entonces para cada disco compacto
B en Q podemos tomar m € N de modo que f;, no se anula en B para todo n = m,
y tal que ( f,’z/ fu)n=m converge a 0 en @(B). Esto prueba que Y,y fr/ f;, converge
a f'/ f en ©(Q). Veamos que lo hace normalmente.

Como (fy) nen converge a 1 en G (Q2), dado K un compacto de Q2 podemos tomar
m e N tal que min,ex | f;,(2)| = 1/2 paratodo n = m, yental caso Z(f;,)nK = & pa-
ratodo n = m. Por las estimaciones de Cauchy sobre compactos, resulta que existe
un entorno compacto L 2 K y una constante absoluta M tal que |f, |x < M| f,— 1l
para todo n € N. Luego If,’z/ntK < 2M|f, — 1|, para todo n = m, y esto prueba
que Y. ,u=nlf/ fnlk converge. Esto prueba que Y ,,en fn/ f;, converge normalmente

a f'/ f, como queriamos probar. <

2. El teorema de Weierstrass

2.1. Divisoresy el problema de Weierstrass

Fijemos una region Q en C. Dada una funcion holomorfa f : O — C no nula,
podemos considerar una funcién (f) : Q@ — N tal que z — o0;(f). Es natural pre-
guntarse si toda funcion 0 : Q — N puede obtenerse de esta manera. Méas gene-
ralmente, dada una funcion meromorfa no nula f : O — Cla misma receta define
una funcion (f) : Q — Z tal que z— o0.(f), que tiene soporte en Z¢ U P¢. Una
funcién que se obtiene de esta manera se llama un divisor principal sobre Q), y
una funcion 2 — Z con soporte un subconjunto discreto de Q2 se dice un divisor

sobre ). Es natural que consideremos el siguiente
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Problema 3. ;Es todo divisor un divisor princial?

Notemos por Div(Q2) al conjunto de divisores sobre Q. Dados divisores 0 y 01,
tenemos definida una funcién suma 9 + 0; de modo que z — 0¢y(z) + 0;(2) para
cada z € Q. Esta operacién hace del conjunto Div(Q2) un grupo abeliano, esto es,
un grupo cuya operacion binaria es conmutativa. Un divisor se dice positivo si
toma valores en Ny, y todo divisor 0 puede escribirse como una diferencia 0, —0_
donde 0, y 0_ son divisores positivos.

Notemos que si podemos resolver el problema propuesto para el caso de los
divisores positivos, queda probado el teorema en general: dado un divisor ?, es-
cribimos 0 =04 —0_. Si f y g son holomorfas con (f) =0, y (g) = 0_, entonces
f/g es meromofanonulay (f/g) =0, —0_. Podemos asi reducir nuestro proble-

ma original al nuevo
Problema 4. ;Es todo divisor positivo un divisor princial?

Tomemos un divisor positivo 0 en Q. El soporte de 0 es el conjunto sop(0d) =
{z € Q:0(z) # 0}. Si este conjunto es finito, ciertamente podemos encontrar una
funcién racional f € Q tal que (f) =0, asi consideraremos de ahora en mas diviso-
res son soporte infinito. En tal cado, podemos disponer al conjunto sop(?) ~ {0} en
una sucesion (d,) ,en de forma que d,, aparezca 0(d,,) veces. Llamamos a (d;,) nen
una sucesién correspondiente a 0. Un producto f = z°© ], f donde f, € G(Q)

para cada n € N se dice un producto de Weierstrass para 0 si

(1) Para cada n € N, la funcién f;, se anula s6lo en d;,, y lo hace alli con orden 1
Y

(2) El producto converge normalmente en 0 ().

En tal caso f € O(Q) y (f) =0, asi basta que probemos que existen tales pro-

ductos.

2.2. Los factores elementales y el caso que Q =C
Veamos ahora como resolver nuestro problema en el caso que Q = C. Fijemos de

ahora en adelante un divisor positivo 0 : C — Ny y una sucesion (d;,) ,en para 0.
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Lo primero que podriamos intentar construir un producto de Weierstrass para
0 con fu(z) =1- din para cada n € N. Sin embargo, este producto no necesaria-
mente converge normalmente: sabemos que esto depende de la sumabilidad de
la serie Y |d,,| ™! que ciertamente puede fallar. Podemos, sin embargo, intentar in-
corporar términos de la forma exp t, a cada f;;, que no modifican las raices, para
lograr la convergencia. Veamos como hacer esto.

Sea Ey(z) =1—-zy, paracadaneN, sea

E,(z)=(1-2z)exp z+%2+---+z—’: .

Llamamos a estas funciones enteras los factores elementales de Weierstrass.
Proposicion 2.1. Para cadan Ny es|E;(z) — 1| < 1z|"* L si|z| < 1.

Demostracion. El caso que n = 0 es trivial, asi que tomemos 7 € N. Es inmediato
que E;,l(z) = —z"exp(z+---+ z"/n). Si tomamos ahora f € [0,00) y |z| < 1, resulta

de |exp z| < exp|z| que |E},(tz)| < —|z|"E},(t). Pero entonces

|En(2) — 11 = |En(2) — En(0)]

1
z[ E;,l(tz)dt'
0

1
< —|z|"+1f E,(Ddt
0
= —|2|"" (En(1) — En(0))
— |Z|I’l+1
que es lo que queriamos probar. <
Podemos dar otra demostracion de la Proposicion 2.1. Dado n € N, escribamos

el desarrollo de Taylor de E;, en torno al origen: digamos que

En(2)= Y apz".
k>0

Como E} (z) = —z"exp(z+--- + z"/n) tiene todos sus coeficientes de Taylor nega-
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tivos y un cero de orden 7 en el origen, resulta que a; = 0si k € {1,...,n} y que
ar <0sik>n.Ademas, ap=1,y0=E,(1) =1+) -1 ax. Todo esto implica que si
|z] <1,

1 1
|En(2) =1l < —l2I"" ) ag =1z1"",
n>k

como queriamos probar. Sea ahora 0 un divisor positivo en C no nulo y sea (d) nen
una sucesion para 0. Podemos asumir, desde luego, que el soporte de ? es no es

finito.

2l¥n*1 < 0o para todo

Proposicion 2.2. Si (k,) es una sucesion en N tal que ) |t/d
t > 0, entonces 2O [1,,en Ey (z/dy) es un producto de Weierstrass para 0. La con-

dicion de sumabilidad vale, en particular, si k, = n—1 para n € N.

Demostracion. Dado t > 0, como (d,) es una sucesion discreta en C, tenemos que
lim d;, = oo y podemos tomar n; € N tal que |d,| = ¢ si n > n;. Por la Proposi-
n—oo

cion 2.1, tenemos que

> |Ek,(2ldp) — g, < Y 1tldn*! <00

n>n; n>ng

para cada t > 0, que prueba que z° O[] E k,(z!dp) converge normalmente sobre C.
Dado que Ey, (z/dy) se anula so6lo en dj, y lo hace alli con orden 1, este producto
es un producto de Weierstrass para 0, como queriamos probar. Para ver que la
eleccion de k;, = n—1 funciona, tomemos dado ¢ >0 un N € N tal que |d,| > 2t si
n> N. Entonces ¥ ,,- v |t/d,|*»*! queda dominada por ¥ ,,- 527", que es finita, y

dalo que queremos. <

Podemos dar ahora una respuesta afirmativa al Problema 4 y luego, a su vez,
al Problema 3, al menos en el caso de C. La prueba que el método de Weierstrass
funciona en regiones arbitrarias es mds compleja, y el lector puede consultar [15,
Capitulo 4]. Consideraremos, sin embargo, el caso en que Q2 = E mds adelante.

Como deciamos, queda demostrado que

Teorema 2.3. Todo divisor en C es principal.
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Veamos que consecuencias tiene este resultado.

Teorema 2.4 (de factorizacion de Weierstrass). Toda funcion f € O(C) se escribe

en la forma f = e h donde g es entera y h es un producto de Weierstrass para (f).

Demostracion. Sea h un producto de Weierstrass para (f). La funcién H = f/h es
entera y nunca nula. Como C es convexo, existe g entera tal que H = ef, y luego

f = e8h, como dijimos. <

El siguiente resultado implica que .4 (C) es el cuerpo de fracciones del dominio
integro O (C).

Teorema 2.5. Toda funcién meromorfa en C es el cociente de funciones enteras sin

raices comunes.

Demostracion. Sea f € 4 (C) y sea 0 = (f). Como dijimos, podemos escribir 0 =
04 —0_ donde 0, y 0_ son divisores positivos —el primero tiene soporte en las
raices de f y enlos polos de f. Si h es holomorfa y cumple que (h) =0_, entonces

g = hf esentera. Asi f = g/h donde Zg = Z¢ y Zj, = P son disjuntos. <

Dada una funcién entera f y n € N, la funcién f” tiene todas sus raices con
multiplicidad n, y la funcién meromorfa f'/ f tiene todos sus polos simples, con
residuo entero. Podemos probar, usando el teorema de Weierstrass, que estas dos

formas son las més generales que toman las funciones con esta propiedad:

Ejercicio 2.1. Una funcidén entera tiene todas sus raices de multiplicidad n si, y
solamente si, es la potencia n-ésima de una funcion entera, y una funcién mero-
morfa tiene todos sus polos simples y con residuos enteros si, y solamente si, es la

derivada logaritmica de una funcién entera.

2.3. Productos canénicos

El teorema de Weierstrass prueba que dado un divisor positivo 0 podemos en-
contrar una producto de Weierstrass para 0 eligiendo alguna sucesion (k) ,en de
numeros naturales de forma apropiada para forzar la convergencia de las sumas
infinitas Y |r/d,|*»*' donde (d,,) ,eny €S una sucesion para 0. Es natural pregun-

tarse cual es la mejor eleccion posible de la sucesion (kj)en Y, en particular si
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podemos tomar tal sucesion constante. Continuamos trabajando con un divisor

positivo 0.

Proposicion 2.6. Sea k € N y, para cada n € N sea p,, un polinomio de grado a lo
sumo k. Si el producto f(z) = [1,en (1 — din) exp pn(z) converge normalmente en C

|k+1

entonces ) ,en|1/dy, < o0.

Demostracion. La derivada logaritmica f'/ f = ¥ ,en ((2 — dn) ™! + pl,(2)) converge
normalmente en C. Sila derivamos k veces, obtenemos que la serie (~1)¥k! Y, e (2—
d,,) %! converge normalmente en C y, en particular, converge absolutamente en
0ecC. <

El siguiente resultado se deduce de la proposicion anterior y la Proposiciéon VII.1.3.

O] ,,en Ex(2/ dy) es un producto de Weiers-

|k+1
n

Corolario 2.7. Sea k € N. El producto z

trass para? siy solamente si)_,en|1/d <00

Diremos que z°© [1,,en Ex(2/ dy) es un producto de Weierstrass canénico para
0Si) eN 11/d,|*! < 0o pero Y ,en 11/d,|* = oo, es decir, si la eleccién de k es mini-
ma. Es importante notar que en general la eleccion de sucesion (k) ,en que fuerza
la convergencia del producto de Weierstrass para 0 depende de la sucesion (d},)
que elejimos para 0. Sin embargo, en el caso que existan productos canénicos,
la eleccion de sucesion es inmaterial. No es cierto que todo divisor admita pro-
ductos canonicos: para ver esto, es suficiente con encontrar una sucesion (r,) € R
de forma que ninguna serie ) r, k resulte convergente, y eso puede lograrse to-
mando, por ejemplo, r, =logn. Notemos que estas raices se corresponden con la
funcion exp(2riexp z) — 1, que crece extremadamente rapido.

Diremos que una funcion entera f : C — C tiene orden estricto a lo sumo p si
limsup,_ ., 7 Plog M(r) < co. En otras palabras, f tiene orden estricto alo sumo p
silog M (r) < KrP para r suficientemente grande, donde K es una constante abso-
luta. El orden estrictode f es el infimo del conjunto {z: f tiene orden estricto < t}.
Notemos que si n € Nysi p es un polinomio de grado n entonces exp p tiene orden

estricto n, y que cualquier polinomio tiene orden estricto 0.
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Veamos ahora que los productos de Weierstrass canénicos se corresponden

con las funciones enteras de orden finito.

Teorema 2.8. Sea k € N. Una funcion entera admite una factorizacion de Weiers-

trass z°O [1,,en Ex(2/ dy) siy solamente si tiene orden estricto a lo sumo k.

Completar.

3. Funciones elipticas

3.1. Lafuncién o de Weierstrass.

Sean w y v’ nimeros complejos R-linealmente independientes, y consideremos el
conjunto L(w, ") = {nw + mw' : n,m € Z}. Decimos que L(w,w") es un reticulado
en C. Este conjunto es evidentemente discreto en C y define un divisor positivo
0:C— Ztalque 0(z) = 15size€ L(w,w) y tal que 0(z) = 0 si no. Por comodidad

notaremos por L a L(w, ") y por L* a L~ 0. Afirmamos que

Proposicion 3.1. La funcion enterao :C — C

o(2)=z [| E (g)

weLx*
es el producto canonico de Weierstrass para el divisor 0.

Antes de dar la prueba, consideremos con un poco mds de cuidado a los reti-
culados dentro de C. Digamos que un subconjunto M < C es un reticulado si es
discreto y cerrado para la suma. Notemos que {0} siempre es un reticulado, y que
si w € C es no nulo, entonces Zw = {nw : n € Z} es también un reticulado. Ya ob-
servamos que Zw + Zw' = {nw + mw' : n, m € Z} es también un reticulado. Veamos

que estos son todos.

Lema 3.2. Todo reticulado en C es o bien el reticulado trivial {0} o bien de la forma
Zw donde w # 0, o bien de la forma Zw + Zw' donde w,w' # 0 y el cociente w/w' no

es real.

Diremos que un reticulado de la forma Zw + Zw' tiene rango 2.
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Demostraciéon. Sea M un reticulado en C. Podemos asumir que M no es el reti-
culado trivial. Dado que M es discreto, existe r > 0 tal que B(0,r) N M ~ 0 es fini-
to, y podemos elegir w € M no nulo con médulo minimo —es importante notar
que w puede no ser unico. Podria ser el caso que M = Zw. De lo contrario, existe
w' € M ~Zw, que es en particular no nulo. Afirmamos que A = w'/w no es real. De
lo contrario, como A no es entero, existria n € Z tal que n < A < n+ 1, que nos da
que 0 < |nw — w'| < |w|, contra nuestra eleccion de w. Asi w y ' son R-linealmente
independientes, y todo z € C se escribe de forma tinica como una combinacion
lineal Aw + '’ donde 1,1’ € R.

Veamos, finalmente, que M = Zw+Zw', para lo que basta probar que M € Zw+
Zw'.Dado z € M existen tinicos nimeros reales 1 y ' tal que z = Aw+1'w’, ybasta
ver que estos coeficientes son enteros. Existen m y n enteros tal que |A — n|,|A' -
m| < 1/2, y si formamos z’' = z — nw — me' tenemos que |z'| < %le + %Iw’l < |w|,
donde la primera desigualdad ese estricta pues w y o’ son R-linealmente inde-
pendientes. La minimalidad de |w| implica que z’ = 0 y luego que A y A’ son, de

hecho, enteros. Esto completa la demostracion. <

Continuamos ahora con el reticulado L = L(w, ") donde w y w’ son R-linealmente
independientes. Llamamos al par ordenado (w,w’) una base de L, y nos pregun-
tamos cual es la relacion entre distintas bases de L. Podemos asumir que 7 =
S(w/w") > 0 — si tal namero fuera negativo considerariamos la base (w’,w). Si
(p,p’) es otra base de L, es decir, si es el caso que p y p’ son R-linealmente inde-

pendientes y que L =Zp + Zp', podemos escribir

0 =a1w+ aw' w=Db1p+bp

p' = dw+ a0 w=bip+byp'

donde todos los coeficientes son enteros. La unicidad dice que las matrices ente-
a a b1 b . . . .

ras A= (ﬂi “i) yB= (b'i bi) son inversibles y una es la inversa de la otra. Esto dice

que Ay B tienen ambas determinante 1 o ambas determinante —1. En particular,

cambiando (p, p’) por (o', p) si es necesario, podemos asumir que ambas tienen
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determinante 1y pertenecen al grupo de matrices enteras unimodulares
SL(2,Z2) ={AeMat(2,Z):det A=1}.

El lector puede verificar que las transformaciones de Mobius representadas por
este conjunto fijan la recta real y el semiplano positivo de los z € C con Sz > 0. El
grupo de tales transformaciones se llama el grupo modular, y estabiliza a todos
los reticulados de rango 2 en C.

Notemos por U al conjunto {(w,w’) € C?: 3(w/w') > 0} El siguiente resultado
es todo lo que necesitamos para probar la Proposiciéon 3.1, y nos da un resulta-
do mucho mads fuerte que el que necesitamos: el producto canénico o converge

normalmente en las tres variables z,w y w'.

Lema 3.3. Sea K < U compacto y sea A > 2. Existe una constante M > 0 que depen-
dedeK talquey ye1+(w w) |w|_A < M para todo (w,®") € K. Sin embargo, cualquier

serie Y. e« (ww) |l W™ con (w,0') € K diverge.

Demostracién. Consideremos la funcién continua F : C* x U — R tal que (x +
iy,0,0) — |xw +yw’|/\/szy2. Notemos que F(Az,w,w’) = F(z,w,0') si 1 € R,
asi F(C* x U) = F(S! x U). Por continuidad dado un compacto K, F(S' x K) c
[m,, m*] donde m. > 0, pues F es nunca nula. Podemos entonces reducir la con-
vergencia de las sumas ¥ ;¢ 1 4 (.0 | W ala de las sumas Yo ne 7 (M2 +n?) =42,
En tal caso, basta que notemos, por un lado, que m? + n®> > mn si m, n > 0 y luego

la afirmacioén se deduce de esta estimacion, de la igualdad

Z (m2+n2)—/1/2:4 Z (m2+n2)—/1/2+4 Z m—/l

0£m,nez O<m,ne”z meN

y la convergencia de las series ¥ ,en 1 v X ey m 2. Para ver que la serie di-

verge si A = 2, notemos que

Y m*P+nHt=z Y nf=oo.
m,n>0 m,n>0

De todo esto se deduce, en particular, la Proposicion 3.1. <



172 ANALISIS COMPLEJO VIII

3.2. Las funciones ( y  de Weierstrass.
Dado que el producto infinito o converge normalmente en C, podemos conside-

rar su derivada logaritmica {, que tiene una representacion en serie

1
((D)==+ )
Z  wel*
y define una funcién meromorfa en C x U con polos simples en cada punto de
L. Llamamos a esta funcion la funcién { de Eisenstein-Weierstrass. Tomando su

derivada usual obtenemos la funcion ¢ de Weierstrass

, 1 1 1

©(z)=-((2) = ? + w;* (m - W)
que es meromorfa y tiene polos dobles en cada punto de L*, y en ningtin otro pun-
to. La funcion g pertenece a una clase muy importante de funciones meromofas,
conocidas como funciones elipticas. Una funcion meromorfa f : C — C tiene a
w € C como periodo si f(z+w) = f(z) para todo z € C. Esta claro que el conjunto
de periodos de una funcion meromofa f no constante es un reticulado L¢ en C.
En el caso que L sea de rango 2, diremos que f es una funcion eliptica. Ya vimos
que toda funcion eliptica que es entera debe ser constante, asi pues asumimos
que f tiene al menos un polo —naturalmente, el hecho que f admite periodos
implica que f tiene infinitos polos.

Como L tiene rango 2, existen w,w’ € C no nulos con S(w/w’) > 0 tal que
L; = L(w,0"). Dado A € C, notemos por P, al paralelogramo obtenido al trasla-
dar el paralelogramo con lados w y o’ por A, y lo llamamos un paralelogramo
fundamental, los valores de f estdn completamente determinados por los valo-
res que toma en alguno de estos paralelogramos. Estd claro que podemos tomar
A € C de forma que f no tenga ningtn polo sobre P,. Existen finitos polos dentro

de P,, y este nimero no depende de A.

Teorema 3.4. Sea P un paralelogramo fundamental y supongamos que f no tiene
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polos en el borde de P. Entonces

Y Res(f,w)=0.
wepP
El orden de f es el nimero de sus polos y raices contadas con multiplicidad.
Del teorema anterior deducimos que toda funcién eliptica no constante tiene or-

den por lo menos 2.

Demostracién. Sabemos que Y. ,epRes(f, w) = 5= [5p f dz. Por otro lado, la inte-

2ni
gral es nula, ya que las integrales sobre lados opuestos de P se cancelan en virtud

de la periodicidad de f. <

Podemos también relacionar las raices y los polos de una funcion eliptica usan-

do nuevamente el Teorema de los Residuos.

Teorema 3.5. Sea P un paralelogramo fundamental y supongamos que f no tiene

polos ni raices en el borde de P. Si © es el conjunto de polos y raices en P, entonces

Z%(:aof(z) =0y z;aof(Z)Z € L.
Demostracion. La derivada f’ también es eliptica, y luego lo es f'/ f. Podemos
usar ahora el teorema anterior para concluir que la integral de f’/ f sobre 0P es
nula. Esto prueba que Z¢(0P) = P(0P), como dijimos. Para probar la segunda
parte, recordemos que

]‘ !
Y 0f(2)z = %Lpzf (2)] f(z)dz,

zZ€O

y basta ver que esta integral estd en L. Para esto, notemos que las integrales sobre

los lados opuestos son

1 A+’ Zf’(Z) p 1 f/l+w+w' Zf,(Z) gse w' f/l+a)' f/(Z)
A A

wmih  f@ T 2mihee  f@ YT T 2mi i
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_L }H_wa/(Z) dz+i /1+a)+a)’zf/(z) Z__i 7L+a)fl(z)
2niJy  f(2) 2ni e fl2) 0 2midy f(2)

Para terminar, observamos que las dos ultimas integrales son enteros: la primera

dz.

es el nimero de giros dellazo ¢ € [0, 1] — f(A+tw) en torno al origen, y la segunda

es el nimero de giros del lazo ¢ € [0,1] — f(A + tw’) en torno al origen. <

Probemos ahora, como afirmamos, que g es una funcion eliptica. Notemos

que 9 es una funcién par, y que su derivada es

ren 1
p(2)=-2 wZeL Eet

Es evidente que g’ es eliptica y que L(w, ") es su reticulado de periodos. Ademas
@' es impar y, dado que es w-periddica, existe una constante c tal que @(z + w) —
©(z) = c. Como @ es par, si elejimos z = —w/2 obtenemos que ¢ = 0. Andlogamen-
te, w' es un periodo de @, y luego ¢ tiene a L = L(w,w’) como su reticulado de
periodos: cualquier otro periodo fuera de L introduciria polos fuera de L, y estos
son todos los polos de g, como queda claro de su expresion como serie.

A cada reticulado L de rango 2 podemos asociarle un cuerpo, el cuerpo de fun-
ciones elipticas con conjunto de periodos L, que notamos por .#. Por otro lado,
el conjunto C(g,%’) de todas las funciones racionales en g y g’ es también un

cuerpo de funciones elipticas. Veamos que coincide con ..

Teorema 3.6. Toda funcion eliptica con reticulado de periodos igual a L es una

funcion racional de g y @'.

Demostracion. Sea f € 4. Dado que podemos escribri a f como una suma de
una funcién eliptica par y una impar, y dado que si g € .4 es impar entonces p’g
es par, es suficiente que consideremos el caso que f es par. La idea sera ver que
podemos encontrar una funcién racional g = R(gp, ') que tenga las mismas raices
y los mismos polos que f dentro de un rectangulo fundamental que contiene al
origen, y luego usar el teorema de Liouville para concluir que f = AR(p, p").

Si f es par y tiene un cero o un polo en algin u € C, entonces f tiene un ce-

ro o un polo, respectivamente, del mismo orden, en —u. Afirmamos ahora que
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si 2u € L, entonces f necesariamente tiene un cero o un polo de orden par en
u. Como f' es impar si f es par, obtenemos que f'(u) = — f'(—u) = — f'(u) y lue-
go que f’'(u) = 0. Asi f tiene un cero de orden al menos 2 en u. Ademads de que
2u € L, distinguimos dos casos. Si u ¢ L entonces el argumento anterior prueba
que g = p — p(u) tiene un cero de orden al menos dos, y de hecho exactamente
dos pues @ tiene exactamente un polo de orden dos en cada paralelogramo fun-
damental. El cociente f/g es holomorfo en u, eliptico y otra vez par. Si no se anula
en u,entonces f tiene una raiz de orden 2 en u. De lo contrario, podemos conti-
nuar el argumento. En el caso que u € L, lafuncién g = 1/¢ tiene un cero de orden
2 en u, y podemos hacer el mismo argumento. Si f tiene un polo, consideramos
1/ f y usamos el argumento anterior.

Lo anterior prueba que si w ¢ L entonces la funcién ¢ ,,(z) = ¢ — @ (w) tiene
un cero de orden 2 en w si y solamente si 2w € L y tiene ceros de orden 1 en
wy—wsi2w ¢ L. Tomamos ahora un conjunto uy,..., u, de raices y polos en un
paralelogramo fundamental P que contiene al origen y contiene un representante
de cada clase (u,—u) en L. Definimos ahora m; = of(u;) si2u; ¢ Ly m; = %of(ui)
si 2u; € L. Para todo z ¢ L, la funcion g = gaumll go:Z’ tiene el mismo orden en z
que f. Dado que la suma de los 6rdenes en los puntos de P de f y g suman 0,
deducimos que f'y g tienen también el mismo 6rden en el origen, y luego en cada
punto de L. Esto implica, como queriamos, que f/g es eliptica y no tiene polos ni

raices, y luego es constante. <

3.3. Laecuacion diferencial y la funcién modular

Completar.

4. FElteorema de Mittag-Leffler

Completar.
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5. Productos de Blaschke

Completar.

6. Teoria de Runge

Sabemos que toda funcién holomorfa sobre un disco B es el limite en O (B) de
una sucesion polinomios. Sabemos también que toda funciéon holomorfa sobre
un anillo A es el limite en &' (A) de una sucesion de funciones racionales: este es el
teorema de representacion de Laurent. Esto indica, al menos informalmente, que
la presencia de un “agujero” en A fuerza que introduzcamos términos que no son
polinomios —aunque si, después de todo, funciones racionales con polos en este
agujero— para aproximar funciones holomorfas, y que esto a veces es necesario:
la funcién holomorfa z— z~! en C* no es el limite de polinomios sobre C, pues
tiene integral nula sobre el circulo unidad, y cualquier polinomio tiene integral
cero sobre cualquier lazo en C.

El objetivo de esta secciOn es probar que este fendmeno es completamente
general: un agujero de un conjunto Q2 < C es una componente acotada del com-
plemento C ~ Q. Dado un compacto K < C, veremos que si P es un conjunto de
puntos, uno en cada agujero de C ~ K, toda funcién holomorfa (en un entorno
abierto de) K puede aproximarse por funciones racionales con polos en P. En
particular, veremos que si K no tiene agujeros, toda funcion holomorfa sobre K
es el limite en & (K) de polinomios. Usando esto...

Completar.

6.1. Laformula de Cauchy para compactos.

Sea Q) una regién en C. Un ciclo en Q) es una suma formal I' = nyy; +--- + n,y;
donde y; es un lazo en Q y n; es un entero paracada i € {1,...,r}. Latrazade I es
launién de las trazas de sus términos, y el indice de I" respecto a un punto fuera de
su traza es la suma de los indices de sus términos respecto a este punto, es decir,

para cada z ¢ I', ponemos Ind(T’, z) = Ind(y, z) + - - - Ind(y,, 2).
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Lema 6.1. Sea K < Q compacto no vacio. Para cada c € QO ~ K existen ciclosT'y yT'»

en Q~ K que no pasan por c tal que

» I'y gira una vez en torno a K U {c} y cero veces en tornoaC~Q y,

» 'y gira una vez en torno a K y cero veces en torno a (C~ Q) U {c}.

Decimos que los ciclos I'y yI's> separan a c deQ) y K. La demostracion sigue la
del Lema 3.4.5 en [3].

Demostracion. Consideremos una teselacion de C por hexdgonos de lado sufi-

cientemente pequefio tal que

(1) c estéd contenido en el interior de un haxdgono h, € Q~ Ky,

(2) todo h hexdgono que corta K estd enteramente contenido en Q.

Notemos por # a la familia finita de hexdgonos que cortan a K, y sea .# el con-
junto de lados de hexdgonos de /# que pertenecen a exactamente un elemento
de ese conjunto. Afirmamos que podemos disponer a tales lados en una cadena
I', como en el enunciado. Orientamos a los bordes de los hexdgonos de nuestra
teselacion de forma anti-horaria. Si s € . es un segmento, veamos que existe un
tnico segmento s* € . tal que s* comienza donde s termina. Dado que s € %, s
pertenece a un tnico hexagono h que corta a K. En particular, el hexdgono h; que
corta a h en s no corta a K. Si el sucesor de s en h corta a K entonces no estd en
&, yental caso s* es el predecesor de s en h;. Si, por otro lado, el sucesor de s en
h no corta a K entonces este segmento es s™.

Usando lo anterior, podemos elegir un s € . y considerar la sucesion sy = s,
Sit1 = slf para i € Ng. Dado que ¢ es finito, existe un primer n € N tal que s,,+1 =5,
y obtenemos un lazo poligonal y; = sys1 - - - $,, 0. Repitiendo esto sobre el conjun-
to % ~{so, 51,-.., Sp}, obtenemos otro lazo poligonal y,, y eventualmente usando
todos los segmentos en . y obteniendo un ciclo ', =y; +:--+y,. Como Q es co-
nexo, podemos ahora modificar I'» usando un hexdgono ala vez hasta obtener un
ciclo I'; que contenga a c en su interior, siguiendo algiin camino poligonal simple
de algtin punto en I'y hasta c, y luego cubriéndolo con hexdgonos. Veamos que I';
y I'; tienen las propiedades deseadas.
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Si = h;+---+ h; es el ciclo obtenido al sumar todos los hexdgonos de #,
entonces Ind(T', z) = Ind(I'y, z) = 1 para todo z que es interior a algun h € /2, pues
la contribucion de los lados comunes a dos hexdgonos es nula. Un argumento de
continuidad prueba que esto también es cierto si z estd sobre algtin lado comun,
pues podemos omitir el lado comtin de I' y aproximarnos a z por puntos internos.
Deducimos, en particular, que I'; gira una vez en torno a K. Andlogamente, si z ¢
Q entonces Ind(T', z) =Ind(T'y, z) = 0 y luego I'; no gira en torno a C~ Q.

El argumento para I'; es anélogo: I', se obtiene se I'; sumédndole un lazo poli-
gonal contrdctil en Q que gira una vez en torno a ¢, y no modifica el indice de I'y

en torno a Ky en torno a C ~ Q. <

El ciclo I'1 hace las veces del borde de un disco que encierra a K, y nos da una
férmula de Cauchy sobre conjuntos compactos. SiI' =) n;y; es un ciclo sobre Q)
y si f € 0(Q), definimos la integral de f sobre I' extendiendo nuestra definicién

usual de la forma evidente:

ffdzzZnif fdz.
r Yi
Teorema 6.2. Si f es holomorfa en O (Q)), entonces para cada z € K

1 [ f©
(2)=-— | +—dg.
! 2niJry$—z ¢
Demostracion. Es suficiente que imitemos el argumento que hicimos para pro-
bar que I'; gira una vez en torno a K, esta vez usando la féormula de Cauchy en
los hexdgonos de nuestra teselacion. Invitamos al lector a dar los detalles de la

demostracion. <

6.2. Aproximacion e intercambio de polos
La siguiente serie de lemas dan las herramientas necesarias para probar los re-
sultados prometidos al principio de esta seccion. En todo lo que sigue K es un

compacto no vacio en Cy Q 2 K es una region.
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Lema 6.3. Sea o un segmento recto disjunto de K y sea h : |o| — C continua. La
funcion
f:zeC\lal'—>f @déeC
c6—2
puede aproximarse uniformemente sobre K por funciones racionales con polos sim-

ples sobreo.

Demostracion. Lafuncion g: (¢, z) € |o| x K— h(§) (& — z)~1 € C es uniformemen-
te continua, asi dado € > 0 podemos subdividir o en segmentos 04,...,0; de for-
maquesié,'eo;ysizeK,|g, z)—g(E z)|<e Paracadaie€({l,...,} tomemos
puntos w; € g; y definamos ¢; = h(w;) [, o; d¢. La estimacion estandar asegura que

paracadai € {l,..., f} tenemos que

Ci
Z— Wi

(8¢, 2)—glw;, z))dé| < eL(o;).

]

[ s€aae-
g
Siq(z) = ;=1 ci(z—w;)"!, obtenemos que | f — g|x < L(0)&, como queriamos pro-

bar. <

De la forma en que probamos la férmula de Cauchy para compactos y de este

lema deducimos el siguiente

Lema 6.4 (de aproximacion). Toda funcion en © (L)) puede aproximarse uniforme-

mente sobre K por funciones racionales con polos simples fuera de K.

Notemos que en la demostracion del Lema 6.3, y luego en el lema anterior, el
numero de polos que necesitamos para aproximar a una funcién holomorfa au-
menta a medida que buscamos mejores aproximaciones. El siguiente lema afir-
ma, esencialmente, que podemos usar solo un polo por cada componente conexa

de C~ K para lograr esta aproximacion.

Lema 6.5 (de intercambio de polos). Sea C una componente deC~K y sean c,c’ €
C. Entonces (z—c)~! puede aproximarse uniformemente sobre K por polinomios
en (z—c¢")~\. En particular, si C es la componente no acotada de C~K, (z—c)™!

puede aproximarse uniformemente por polinomios.
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Demostracion. Para cada w ¢ K sea L(w) el conjunto de funciones en €0 (K) que
pueden ser aproximadas uniformemente por polinomios en (z — w)~!. Esta cla-
roquesi(z—A)"! e L(w) ysi(z—w) ! € L(p) entonces (z—A)~! € L(p). Primera
afirmacion del teoremaes que C={we C:(z—w) ' € L(c)} =: D.

Ciertamente D es no vacio, pues ¢’ € D. Afirmamos que si w € D y si B es un
disco en C con centro en w, entonces B estd contenido en D. Dado que C es abier-
to, esto prueba que C = D. Para ver que tal afirmacion es cierta, tomemos w' € B.
Podemos escribir a (z— w')~! como una serie geométrica Y (w' — w)"(z — w) ™"}
que converge normalmente en C ~ B, y luego lo hace uniformemente en K. Esto
implica que (z—- w")~! € L(w). Como (z— w)~! € L(c'), resulta que w' € D, como
queriamos ver.

Para terminar, notemos que si C es no acotada existe u € C tal que K < B(0, |ul),
y para cada n € N la funcién (z — u) ™" puede aproximarse en B(0,|u|) por sus po-
linomios de Taylor en torno al origen, y luego uniformemente en K por tales po-
linomios. Por lo que ya probamos, si ¢ € C entonces (z — ¢)~! puede aproximarse

también por polinomios, como queriamos. <

Notemos que en el caso de aproximaciéon por polinomios, el lema dice que
podemos intercambiar un polo finito en la componente no acotada por el polo en

infinito.

6.3. Los teoremas de Runge
Dado un subconjunto arbitrario P < C, sea C[z; P] la C-4lgebra de funciones ra-

cionales sobre C cuyos polos estan contenidos en P.

Teorema 6.6. Si P < C~ K corta a cada agujero de K, toda funcion en ©(K) puede

aproximarse uniformemente por funciones en C[z; P].

Demostracion. Sea f € O(K)ye >0.Como f es holomorfa en algtin entorno abier-

r
i=1

w;)"! donde w; € C~K tal que | f — g|x < €. Si w; estd en un agujero de K, existe

to de K, sabemos que existe una funcién racional de la forma q(z) = ci(z—

por hipétesis un z; € P en este mismo agujero, y el lema de intercambio de po-

los dice que podemos aproximar a (z— w;)~! uniformemente por polinomios en
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(z—z;)~'. Sipor otro lado w; esta en la componente no acotada, podemos aproxi-
mar a (z— w;)~! uniformemente por polinomios. Esto implica, ciertamente, que

existe g € C[z; P] tal que | f — glx < 2¢, y prueba el teorema. <

De inmediato deducimos el

Teorema 6.7. Si K es compacto y estd contenido en Q, y si ningtin agujero de K es-
td contenido en (1, toda funcion en O (K) puede aproximarse uniformemente sobre
K por funciones racionales que son holomorfas sobre Q). En particular, si K no tie-
ne agujeros, toda funcion en 0 (K) puede aproximarse uniformemente sobre K por

polinomios.

Demostracion. En efecto, en este caso podemos elejir al conjunto P de polos para
que no corte a Q. Si K no tiene agujeros la demostracion del teorema anterior

prueba que podemos tomar solo polinomios en la aproximacion uniforme a una
feOK). <

Completar.
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