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Gúıa 5 - Formas Modulares

El objetivo de esta gúıa es completar algunas propiedades que quedaron en clase.
Recordar que las formas modulares para Sk(Γ0(N)) las pod́ıamos identificar con
funciones F : (L, t) → C, donde L es un ret́ıculo, y t es un subgrupo de C/L de
orden N (dicho de otra forma, pares (E, t), donde E es una curva eĺıptica, y t un
subgrupo de E de orden N), que satisfacen F (λL, λt) = λ−kF (L, t).

Aśı definimos los operadores de Hecke Tn, si (n : N) = 1, como

(TnF )(L, t) =
1

n

∑

L′

F (L′, t),

donde la suma es sobre los ret́ıculos L′ ⊃ L con ı́ndice n.

1. Sea f(z) ∈ Sk(Γ0(N)), y sea p un númeor primo coprimo con N . Probar que
si (p : n) = 1 entonces Tn(f(pz)) = (Tnf)(pz).
Deducir que si f(z) ∈ Sk(Γ0(N)) es autofunción para los operadores de
Hecke Tn con (n : N) = 1, entonces tanto f(z) como f(pz) son dos funciones
en Sk(Γ0(Np)) linealmente independientes, que son autofunciones para los
operadores de Hecke Tn, (n : Np) = 1 con los mismos autovalores (con lo
cual no hay multiplicidad 1).

Siguiendo lo hecho en clase, definimos el operador de Hecke Tn en general, como

(TnF )(L, t) =
1

n

∑

L′

F (L′, t),

pero donde la suma es sobre los ret́ıculos L′ ⊃ L con ı́ndice n y tal que t tiene orden
N en C/L′ (esta condición es automática si (n : N) = 1).

2. Probar que si p | N , entonces Tpr = T r
p (o sea componer r-veces Tp consigo

mismo).
3. Si (m : n) = 1 entonces Tmn = TmTn siempre.
4. Sea f(z) ∈ Sk(Γ0(N)), con expansión de Fourier f =

∑

∞

n=0
anq

n. Sea p un
número primo tal que p | N . Probar que Tp(f) =

∑

∞

n=0
apnq

n.
Deducir que si f es autofunción para Tp con autovalor λp, entonces

a1λp = ap.

5. Sea f(z) ∈ Sk(Γ0(N)) no nula una autofunción para el operador de Hecke Tp

con autovalor λp, donde p es un primo coprimo con N . Usando la acción de
los operadores de Hecke en expansiones de Fourier, probar que el operador de
Hecke Tp actuando en las formas (linealmente independientes) {f(z), f(pz)}
de Sk(Γ0(Np)) tiene matriz

(

λp −pk−1

0 λp

)

.

Deducir que el operador de Hecke Tp no se diagonaliza en este espacio.
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