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Practica 0: Repaso de integracion y cambio de variables.

1. PRINCIPIO DE CAVALIERI.

Ejercicio 1. Considerar un cuerpo que ocupa una region €2 en el espacio comprendida entre los planos
z=uay z={. Deduzca que el volumen del cuerpo se puede calcular como

- /;A(t) dt,

donde A(t) es el area de la seccion del cuerpo obtenido al intersecarlo con el plano z = t.

Ejercicio 2. Calcular el volumen de una region cilindrica. Verificar que la féormula resultante coincide
con la formula empirica superficie de la base por altura.

Ejercicio 3. Calcular el volumen de la region encerrada por el paraboloide de ecuacién z = z? 4+ 4% y
el plano z = 2.

2. FUBINI.

Ejercicio 4. Sea R el rectangulo R = [—1, 1] x [0, 1]. Evaluar las siguientes integrales dobles:
(a) [[ra?ydA, (b) [[gxcos(zy)dA.

Ejercicio 5. Sea R el rectangulo arbitrario [a,b] X [c,d]. Expresar mediante integrales simples la
integral doble ffR ¢(x,y) dA cuando ¢(x,y) esta dada por

(a) d(z,y) = f(x)g(v), (b) d(z,y) = f(x) +g(y).



3. DESCRIPCION DE REGIONES.

Ejercicio 6. Sea T el triangulo de vértices (0,0), (2,3) y (3,5). Describirlo como una region de tipo
1. Describirlo como una regiéon de tipo 2. Hallar el area.

Ejercicio 7. Para cada una de las siguientes descripciones, graficar la regiéon correspondiente y calcular
el 4rea respectiva.

(@) —1<z<1l+y, —1<y<l1, ) 0<y<v1—-2a%2 0<z<1
Ejercicio 8. Sea P la piramide cuyos vértices son (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1). Describirla
analiticamente. Hallar el volumen.

Ejercicio 9. Describir en coordenadas cilindricas y en esféricas las siguientes regione

) {( )ia?+y? 422 <4, 2 >0}, (f) La  parte superior de los conos
) {( Jiat+yt+22 <4, x>y} verticales a 45, 30 y 60 grados:
) {(zyy,2) 1 22 +y?+22 <4, <z, y >0},

) {( )ia? +y?+22<9,2 > 2 + ¢}
) (@9, 2)

c2t+y?+22<9,2 > \/W}

(9) La interseccion entre una esfera de radio 17
y cada uno de los conos anteriores.

Ejercicio 10. Describir en coordenadas cilindricas los siguientes conjuntos:
(a) El solido limitado por las superficies z = \/22 + y2, z = 22 + 2.
b) El solido definido por a2 + 3% + 22 < 16, 22 + 3% > 4.
1
z2 4+ y?
d) Un cilindro de radio R y largo L "apoyado vertical” sobre el plano xy, y un cono con punta en
el origen y misma tapa que el cilindro.
(e) La zona intermedia entre dos conos de angulos 30 y 60, con 0 < z < 8.

(b)
(¢) El solido limitado por los planos z = 2, z = 9 y la superficie de ecuacion z =
(d)

Ejercicio 11. Calcular los volimenes de los solidos que sean acotados de los dos ejercicios anteriores.
Ejercicio 12. ;Es cierto que el volumen de un cono es un tercio del de un cilindro?
4. APLICACIONES DE LA INTEGRAL.

Ejercicio 13. Valor medio: hallar el valor medio de la funciéon f(z,y) = 2%y en la regién triangular
de vértices (1,1), (2,0) y (0,1).

Ejercicio 14. Masa: hallar la masa de la region de ecuacién 22 + 32 + (2 — R)? < R? sabiendo que la
densidad de masa es proporcional a la componente z, digamos p(z,y, z) = Az.

5. CAMBIO DE VARIABLES.

/abf(ua))u'(t)dt: /u:?)f(wdu o[ reT il //T(D)f

Ejercicio 15. Sean T'(u,v) = T(x(u,v),y(u, U)) = (au + bv,cu + dv) con a,b,c,d € R. Sea D* el
rectangulo [0, 3] x [1, 3].




(a) Hallar D = T'(D*). ;Es biyectiva T'? Observar que D es un paralelogramo y hallar su area.
(b) Describir el drea de D en términos de una integral sobre D*. Indicar que funcion hay que
integrar y que relaciéon tiene con T'.

Ejercicio 16. Sea D el paralelogramo de vértices (1,2), (5,3), (2,5), (6,6). Calcular

(a) [[pxydrdy (0) [[p(x—y)dzdy
Sugerencia: plantear las integrales como integrales sobre el cuadrado D* = [0, 1] x [0, 1].
Ejercicio 17. Sean D* = {(r,0) : 0<r <1; 0< 0 <2n}, D ={(z,y) : 22 +y?> < 1} y P la trans-
formacion de coordenadas polares a cartesianas, es decir, P(r,0) = (z(r,0),y(r,0)) = (rcosf,rsin ).
(a) Mostrar que P(D*) = D. ;Es biyectiva P?
(b) (En qué transforma P el rectangulo [r,r + Ar] x [0,0 + Af]?
(¢) Calcular lamatriz DP(r,0). ;(En qué transforma la aplicacion dada por esta matriz al rectangulo
dado en (b)? ;Y en el caso r = 07

(d) Escribir la demostracion de la férmula de cambio de variables en este caso (haciendo los dibujos
correspondientes).

Ejercicio 18. Sean D1 = {(r,0) : 0 <r <1, 0<86 <4n}y P latransformacion del ejercicio anterior.
(a) Hallar D = P(Dy).
(b) Calcular [[ D(x2 +y?)dady y [ Dy r2J drdf siendo J el jacobiano de la transformacién polar.
(Dan igual las dos integrales? ;Por qué?
Ejercicio 19. Considere la curva dada por la ecuacion (2% + y?)? = 2a?(2? — y?). Escriba esta curva

en coordenadas polares y haga un dibujo (esta curva se llama lemniscata). Halle el area encerrada por
esta curva.

Ejercicio 20. Calcular [[f g #dx dydz donde B es la region sobre el plano zy dentro del cilindro de
ecuacion x2 4+ y2 < 1y debajo del cono de ecuacion z = (22 + y2)1/2.
. o e . . 2 2 2
Ejercicio 21. Sea E el elipsoide dado por 75 + 7;—2 +%5 <1
(a) Considere la transformacion g : R® — R? dada por

T Yy z

9(@,y,2) = (575’2)

(con inversa ¢~ !(x,y,2) = (ax,by,cz)). Describa g(E), calcule el Jacobiano de g y utilicelo
para hallar el volumen de E.

(b) Calcule /// ((z*/a®) + (y*/b?) + (2%/c?)) dz dy dz.
E
Ejercicio 22. Hallar el centro de masa del cilindro de ecuacion x4+ y2 <1,1<2z<2, siladensidad
es p= (22 +y?)22

Ejercicio 23. Si un sélido W tiene densidad uniforme p, el momento de inercia alrededor del eje x

esta definido por,
I, = /// (y2 + 2%)p dxdydz
w

y andlogamente se definen I, e I.. Sea ahora W el solido con densidad constante acotado por arriba
por el plano z = a y por debajo por el cono descripto en coordenadas esféricas por ¢ = k, donde k es
una constante tal que 0 < k < 7/2. Dar una integral para su momento de inercia alrededor del eje z.



