Preguntas para los Finales de Probabilidades y Estadistica (Computacién
Nicolas Saintier

Probabilidad. Definicién y enunciados

1.

Dar la definicién de una medida de probabilidad P. Demuestre a partir de la definiciéon que P(A¢) =
1 —P(A) y que si B C A entonces P(A\ B) = P(A) — P(B).

. Dar la definicién de una medida de probabilidad P. Demuestre a partir de la definicién que P(AUB) =

P(A)+ P(B) — P(AN B).

. Dar la definicién de una medida de probabilidad P. Demuestre a partir de la definicién que si una

sucesion de eventos Ap, Ag, ... es creciente (es decir Ay C Ay C ....) entonces la probabilidad de
A :=U,A, es P(A) =lim, P(A,).

Probabilidad condicional e independencia

4.

10.

11.

En una muestra de 100 personas hay 13 enfermos no vacunados, 2 enfermos vacunados, 75 sanos
vacunados, 10 sanos no vacunados. Elegimos una persona al azar y vemos que esta enfermo. Cual es
la probabilidad que no se haya vacunado?

. Una familia tiene dos hijos. Sabemos que el primer hijo es varéon. Cual es la probabilidad que el

segundo hijo sea también varon?

Sabemos que una familia con dos hijos tiene por lo menos un hijo varén. Cual es la probabilidad que
los dos sean varones?

. Visitamos una familia con dos hijos. Tocamos el timbre y un chico varén abre la puerta. Cual es la

probabilidad que el otro chico sea varén?

. Demueste la regla de multiplicacién de las probabilidades condicionales:

P(A N NA,) = P(A)P(As| A1) P(As| Ay N Ag) ... P(Au|Ar N -0 Aply).

. Una urna tiene 4 bolas negras y 3 rojas. Sacamos tres bolas sin reposicién. Cual es la probabilidad

que la primera bola salga negra y la tercera salga roja?
Enuncie y demuestre la férmula de la probabilidad total y el Teorema de Bayes.

Hay tres puertas cerradas y un premio atras de una de las puertas. Elijo una puerta y el presentador
abre una de las otras dos que no tiene premio. Me da la opcion de cambiar de puerta. Conviene
cambiar? Justifique.

Variables aleatorias

12.

Defina la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria X, enuncie sus propiedades y
demuestre que para una variable aleatoria X discreta, P(X = z) = F(x) — F(2~) donde F(x~) =
limhﬁo’h>0 F(LC - h)



13. Sea F': R — R una funcién continua, estrictamente creciente y tal que lim,_,, F'(z) = 1, lim,_, ., F(z) =
0. Demuestre que hay una variable aleatoria X que tiene a F' como funcién de distribucién acumulada.

14. Sean Fx e Fy las funciones de distribucién acumulada de las variables discretas X e Y, respectiva-
mente. Demuestre que P(X = x) = P(Y = x) para todo x si y solo si Fx = Fy.

15. Demuestre que si N(t) ~ Poisson(At) y Y,, ~ Gama(n, A). Entonces P(N(t) > n) = P(Y,, <t) para
todo entero no negativo n y real positivo t.

16. Demuestre que X ~ Normal(u,o?) si y solo si % ~ Normal(0, 1).
17. Enunciar y demuestrar la propiedad de falta de memoria de la disribucion exponencial.

18. Sea X una variable aleatoria continua con densidad fx tal que P(X € (a,b)) = 1. Sea g : (a,b) —
(¢, d) biyectiva estrictamente creciente y C'. Demostrar que la variable Y := g(X) tiene por densidad

foly) = {fx<g—1<y>> (0 () siye(ea),

0 sino.

19. Sea U una variable uniforme en [0, 1]. Para u € [0, 1] defina h(u) = max{u, 1 —u}. Calcule la funcién
de densidad de X = h(U), su distribucién acumulada, esperanza y varianza.

20. Sea Z ~ N(0,1). Probar que Z? ~ I'(1, 1). Deducir la distribucién de Y-" | Z2 donde Zy, .., Z, son
una muestra de N (0, 1).

Vectores Aleatorios

21. Dada a € (0, 1), consideramos variables X, Y con valores en N que satisfacen P(X = z,Y = y) =
Ca*¥, x,y € N, donde C es la constante de normalizacién. Calcular C, las distribuciones de X e Y,
y demostrar que X e Y son independientes.

22. Consideramos variables continuas X,Y no-negativas tales que P(X > z,Y > y) = Ce @+ para
z,y > 0. Calcule C, la distribucién conjunta de (X,Y), las marginales de X e Y, y verificar que X
e Y son independientes.

23. Sean X, Y independientes con distribucién N (0, 1). Calcule la distribucién de R := v/ X? + Y2
24. Sean X,Y independientes con distribucién N(0, 1). Calcule la distribucién de © := arctan(Y/X).

25. Sean X1, Xy, ... positivas, independientes con la misma esperanza finita u, y N una variable con
distribucién geométrica Geom(p) independiente de los X;. Calcule F (Hf\il X;).

26. Alicia y José acordaron encontrarse a las 8 de la noche para ir al cine. Como no son puntuales, se
puede suponer que los tiempos X e Y en que cada uno de ellos llega son variables aleatorias con
distribucién uniforme entre las 8 y las 9. Ademaés se supondra que estos tiempos son independientes.
Si ambos estan dispuestos a esperar no mas de 10 minutos al otro a partir del instante en que llegan,
icudl es la probabilidad de que se desencuentren?



27.

28.
29.

30.

31.

Sea X una v.a. con distribucién N(u,0?) y sean a # 0 y b nimeros reales. Pruebe que
aX +b~ N(apu+b, a*o?).
Deduzca que si X ~ N(y, 0?) entonces Z = 2 ~ N(0, 1).
Sean X; ~ Exp(\1) y Xo ~ Exp(Aq) independientes. Hallar la distribuciéon de min{X;, X,}.

En un dia una gallina pone N huevos donde N ~ Poisson(\). Independientemente de la cantidad
de huevos puestos, de un huevo cualquiera nace un pollito con probabilidad p. Hallar la distribucion
de la cantidad de pollitos nacidos.

Probar que si X ~ Poisson(\;) e Y ~ Poisson(\y) son independientes entonces X +Y ~ Poisson(A; +
A2).

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad conjunta

fxy)(z,y) = k(z® + y2)1{20§x§30,20§y§30}
donde k € R. ;Cual es la probabilidad de X e Y sean ambos menores que 26 7

Esperanza

32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.
44,

Demuestre que si X > 0, entonces E[X] = [7(1 — Fx(z))dx para los casos continuo y discreto.
Demuestre que si X > 0y E[X] =0, entonces P(X =0) = 1.

Demuestre que la funcién x € R — E[X — z]* alcanza un minimo global en z = E[X].

Calcule la esperanza de una variable de Poisson de parametro .

Calcule la esperanza de una variable Binomial de parametros n y p.

Demuestre que (1) Var[X] > 0; (2) Var[X] =0 < X = E[X]; 3) Var[X +a] = Var[X], a € R;
(4) Var[aX] = a*Var[X], a € R.

Demuestre que (1) cov(X,Y) = E(XY) — E[X] E[Y]; (2) cov(X,X) = Var[X]; (3) cov(X,Y) =
cov(Y, X); (5) cov(aX +bY,Z) =acov(X,Z)+ beov(Y, Z).

Demuestre (a) Var(X +Y) = Var[X] + Var[Y] + 2cov(X,Y) y
(b) X, Y independientes implica cov(X,Y) = 0. ;Vale la reciproca ?

De un ejemplo de variables (continuas o discretas) no independientes con covarianza 0.

Demuestre que si a, b, ¢ y d son numeros reales, a # 0, ¢ # 0y X e Y variables aleatorias con
varianza positiva, entonces p(aX + b,cY + d) = sg(ac) p(X,Y’), donde sg y p denotan la funcién
signo y la correlacién respectivamente.

Demuestre que si P(X >Y) =1 entonces E[X]| > E[Y].
Demuestre que si X es constante, es decir P(X = ¢) = 1 para algin ¢, entonces E[X]| = c.

Sea el vector aleatorias (X,Y") con distribucién

B L 110 ,2x=1,2,3,4, y=1,23,4 e y<uz
P(X_a:,Y_y)_{ 0 , caso contrario

Calcular el coeficiente de correlacién p(X,Y) entre X e Y y decidir si X e Y son o no independientes.
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Esperanza condicional

45.

46.

47.

48.
49.

50.

ol.

Se lanzan tres monedas honestas y se definen X = cantidad de caras, Y = cantidad de monedas igua-
les. Calcule la funcién de probabilidad conjunta de X e Y. Las variables X e Y son independientes?
Calcule E(X |Y = 2), la esperanza condicional de X dado Y = 2.

Se lanza un dado un equilibrado. Notamos X el niimero obtenido e Y = 1 si el niimero es par, Y =0
sino. Calcule E(X|Y =1)y E(Y|X <4).

Sea (X,Y) un vector aleatorio con funcién de densidad
fxwy(@,y) = Ne ™1 ocaey)-

Qué distribucion tiene X|y—,, para y > 07
Sea N ~ Poisson(\) y X; ~Bernoulli(p), ¢ > 1, variables aleatorias independientes. Calcule E( SV Xi).
Sea (X,Y) un vector continuo en R? con densidad

e si0<az <y,

flz,y) = { .

0 sino.

Demuestre que X e Y — X son variables aleatorias independientes con distribucién Exp(\).

Demuestre la identidad de Wald: Sean X; ¢ > 1, variables identicamente distribuidas con esperanza
finita, y IV una variable aleatoria con valores en N de esperanza finita e independiente de los Xj;.

Probar que E[zji X XZ-] — E[N] x E[Xi].

Un minero estd en el fondo de una mina y ve tres tuneles: 1, 2 y 3. El tunel 1 lleva a la salida en una
hora. El tunel 2 vuelve a la misma encrucijada en 2 horas y el tunel 3 vuelve a la encrucijada en 3
horas. Cada vez que el minero estd en la encrucijada, elige uno de los tineles con probabilidad 1/3,
independientemente de lo que eligié antes. Sea T' el tiempo que tarda en salir de la mina. Calcule
E[T).

Generacion de variables aleatorias

92.

23.

o4.

95.
26.

Sea F'la funcién de distribucion acumulada de una distribuciéon de probabilidad f. Supongamos para
simplificar que F es una biyeccién de R en (0,1). Demuestre que si U ~ Uniforme|0, 1], entonces
Y := F~}(U) tiene distribucién f.

Sea U ~ Uniforme|0, 1]. Demuestre que w ~ Exponencial(A).
Sea U ~ Uniforme[—7, 7]. Demuestre que X := tan(U) sigue una distribucién de Cauchy (es decir:

X es una va continua de densidad fx(z) = 15 +1x2)

Sean p; < po. Construya un vector (Xi, X3) tal que X; ~ Bernoulli(p;), i = 1,2,y P(X; < Xp) = 1.
Suponga que f y g son densidades de probabilidad tales que f(z) < cg(x) para todo x, donde

¢ > 0. Sean Y1,Ys, ... y Uy, Us, ... independientes donde Y; tiene distribucién g y U; ~ Uniforme[0, 1].
Notamos

f(x) ,
A= R 1 :u < T:= (Y, U,) € A}.
{(x,u) eERx[0,1]:u< cg(x)}7 min{n : (Y,,,U,) € A}
Demuestre que Yr tiene distribucion f.



Funcién caracteristica ¢y de una va X.
d7. Demuestre que si X, ..., X, son independientes, entonces ¢x,+ +x, = Ox;---Px,, -

58. Calcular la funcién caracteristica de una va con distribucién Poisson(\). Use ese célculo para probar
que una suma finita de variables aleatorias Poisson independientes es Poisson. Justifique con cuidado
los pasos.

59. Sea Xj, Xs, ... va i.i.d distribucién exponencial Fxp(A), y N una variable aleatoria geométrica inde-
pendiente de los X;. Calcular la funcién caracteristica de Z := Zfil X, y deducir la distribucién de
Z.

Convergencia de variables aleatorias
60. Sea S,, una variable aleatoria Binomial(n, A/n). Hallar lim,,, - P(S, = k) para todo entero k.
61. Sea U, ~ Uniforme{%, %, ..., 2}. Calcule el limite en distribucién de U,, cuando n — oo.
62. Sea Y, una geométrica de pardmetro p, = A/n. Calcule el limite en distribucién de Y,,/n cuando
n — oo.

63. Enunciar y demostrar las desigualdades de Markov y Tchebyshev.

64. Enuncie y demuestre la Ley de los Grandes Ntumeros para variables aleatorias con segundo momento
finito (admitiendo Tchebyshev).

65. Sea X,, una variable Poisson(An). Demuestre que X,,/n converge en probabilidad a A.
66. Sea X, una variable Gama(n, ). Demuestre que X,,/n converge en probabilidad a 1/\.

67. Sean Xi,...,X, v.a. ii.d. con distribucién exponencial de parametro A = 2. Indique el valor del
siguiente limite en probabilidad:

R

68. Sean Xi, X5... v.a. ii.d. con funcion de distribucién exponencial de parametro A y sean Y7, Y5 . ..
v.a. i.i.d. e independientes de las X; con distribucién uniforme en (0, 1). Considerar las variables

Zn = % ; Lixi<iplvi<osy-
Hallar la esperanza y la varianza de Z,,, y el valor del limite en probabilidad de Z,.
69. Sean X, ..., X, variables aleatorias i.i.d. niformes en [0, 1]. Consideramos las variables
Y, =min(Xy,...,X,), Z,=mix(Xy,...,X,), U,=nY, V,=n(l-2,).

Probar que: U, y V,, convergen en distribucién a una variable exponencial de pardmetro 1.



70.

71.

72.

73.

4.

Enuncie el Teorema Central del Limite. Sea (S,),>1 una sucesiéon de variables aleatorias tales que
S,, ~ Binomial(n, p) con p = 0,3. Indique el valor del siguiente limite:

P (2030 )=
nro0 0,3(1 - 0.3)n

Enuncie el Teorema Central del Limite. Sean Y,, con distribucién Poisson(An). Demuestre que Y2=22

VX
converge en distribucién a una variable N(0,1) cuando n — +oc.
Enuncie el Teorema Central del Limite. Demuestre que si Y,, ~ Gama(n, A), n € N, entonces Y%?//\’\

converge en distribucién a una variable N(0,1) cuando n — +oc.

Enuncie el Teorema Central del Limite. Demuestre que si Y,, ~ Binomial(n,p) con n entero y p €
(0,1), entonces % converge en distribucién a una variable N (0, 1) cuando n — +oc.

p(1—p
Sean X;, i = 1,2,... variables aleatorias independientes con distribuciéon P(X; = —1) = P(X; =

1) =1/2. Sea S, := >, X;. Demuestre que lim,,_, \/ﬁP(\%in =0) = \/LE

Procesos de Poisson

75.

76.

e

78.

Sean 71, Ty, ... iid Exponencial(\). Sea Yo =0y Y, := 71+ -+7,. Defina N(s) := max{n :Y, < s}.
Demuestre que N(s) ~ Poisson(As) (como variable aleatoria).

Demuestre que la distribucion de la n-ésima llegada de un proceso de Poisson tiene distribucion
Gama(n, ).

Los clientes llegan a un banco de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro 3 por minuto, cual
es la probabilidad que los tres primeros clientes lleguen antes de los 3 primeros minutos?

Consideramos un proceso de Poisson de tasa A. Calcule la probabilidad que ocurran simultaneamente
los eventos A = {hay 3 llegadas en el intervalo [0,3]} y B = {hay 4 llegadas en el intervalo (3,4]}.

Estimadores

79.
80.
81.
82.
83.
84.

Hallar el estimador de momentos de 6 para la distribucién Uniforme[—6, 6].

Sea X ~ Gama(a, \). Plantee las ecuaciones para los estimadores de momentos de a y A.
Hallar el estimador de maxima verosimilitud de p para la variable X ~ Bernoulli(p).

Dar el estimador de méxima verosimilitud de A para la variable X ~ Exponencial(\).
Dar el estimador de méxima verosimilitud de 6 para la variable X ~ Uniforme[0, 6].

Hallar el estimador de maximo verosimilitud del parametro a de la distribucion

(1) 4 g > 1
axr S1 T

0 en otro caso

donde a > 1. ;Es consistente ?



85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

Hallar el estimador de maximo verosimilitud del parametro 6 de la distribucién

201 e % siz>0
I

0 en otro caso

Es consistente ?

Sea X, ..., X, una muestra de la distribucién
2x
F(@:0) = 53 Lo (2)-

Obtenga los estimadores de momentos y de maxima verosimilitud de 6, y decida si son insesgados
y/o asintoticamente insesgados.

Sea X, ..., X, una muestra de la distribucién
F@;0) = e 5.

Hallar el estimador de méxima verosimiltud de 8. Es consistente?

Defina el sesgo de un estimador, un estimador insesgado, un estimador asintoticamente insesgado,
y un estimador consistente. El estimador Xy para la media p de una distribucién es insesgado,
asintoticamente insesgado, consistente ? Probarlo.

Para la distribucién normal N(u,o?), hallar el EMV de p cuando o2 es conocido, y el EMV de o2
cuando p es conocido.

Sean X, Xs,... , X,, i.i.d. con esperanza p y varianza ¢ finitas. El estimador 6% = > | @ de
o? es insesgado, asintoticamente insesgdo ? Si no es insesgado, hallar un estimador de o2 que lo sea.
Defina el error cuadrético medio (ECM) de un estimador y demuestre que es la suma de la varianza
mas el cuadrado del sesgo.

Sean Xj, Xy, ... una muestra de la distribucién normal N(p, 0?). Para estimar u? se considera el
estimador (Xy)?. Es insesgado? Consistente? Sug: para calcular E[(Xy)?| se podré recordar que si
Z ~ N(0,1) entonces Z% ~ x? =T(3, 3) por lo que E[Z%] = 1.

Decir si los estimadores de momentos y de maxima verosimilitud de 6 para X ~ Uniforme[0, 6] son
insesgados y/o asintoticamente insesgados.

Intervalos de confianza

94.

95.

96.

97.

Enuncie el Teorema Central de Limite y justifique la aproximaciéon de la distribucién Binomial por
la distribuciéon normal. Sean X, ..., X,, v.a. i.i.d. con distribucién Bernoulli de parametro p. Halle un
intervalo de confianza de nivel aproximado 1 — « para p.

Sean X1, ..., X, v.a. ii.d. con distribucién Exponencial de parametro A. Halle un intervalo de con-
fianza de nivel exactamente 1 — « para el pardmetro \. Sug: se podré usar (después de probarlo) que
si X ~ Exp(\) entnces 2)\ ~ Exp(3) por lo que 2A 3" | X; ~T'(n, 3) = X3,

Construya un intervalo de confianza de nivel 1 — a para la media de la distribucién normal N (p, 0?)
con varianza conocida. Y si no se conoce la varianza ?

Construya un intervalo de confianza de nivel 1—q para la varianza de la distribucién normal N (u, 0?)
con experanza conocida. Y si no se conoce la esperanza ?
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Test de hipétesis

98.

99.

100.

101.

Sea X ~ Normal(yu,0?) con 02 = 9 conocida. Se quiere testear la hipétesis Hy : 1 = 30 contra
H, : ;> 30. Se toma una muestra de tamano 16 obteniendo un promedio muestral z = 31. Calcule
el P-valor y decida si se rechaza el test a nivel 0,01. Calcule el error de tipo 2 a nivel 0,01 si el valor
verdadero de p es p = 32.

Se toman 25 mediciones de la temperatura en cierto sector de un reactor obteniéndose un promedio
muestral Z = 249°C' y un desvio muestral s = 2,8°C. A nivel a = 0,05 decida si (a) la temperatura
media en ese sector del reactor es menor que 250°C' y (b) la varianza de la temperatura en ese sector
del reactor es mayor que (2°C')?. Suponga los datos normales.

Un sujeto acierta el color (rojo o negro) de 850 de 1600 cartas puestas al dorso. Queremos decidir
si creemos que es adivino. Defina el test, el estadistico utilizado y calcule el P-valor para este test.
Que decisién toma a nivel 1% 7 Y a nivel 0,5% 7

Una de las leyes de Murphy ma&s conocidas establece que si se deja caer una tostada untada con
dulce, siempre cae del lado untado. Para testear la Ley de Murphy se lanzan n = 100 tostadas al
aire y se observa que 56 de ellas caen con el dulce para el piso. Considera usted que a nivel 0,05 hay
evidencias en favor de la Ley de Murphy?



