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Aplicación: optimización polinomial sin restricciones
Vimos que podemos plantear el problema de encontrar el mínimo γ de un
polinomio como un problema de optimización

maximizar: γ

sujeto a: p(x)− γ ≥ 0 ∀x ∈ Rn.

Si restringimos el conjunto factible a sumas de cuadrados:

maximizar: γ

sujeto a: p(x)− γ es SOS.

obtenemos en general una cota inferior

pSOS ≤ p?.



El problema 17 de Hilbert
¿Cómo podemos mejorar la cota relajando las restricciones?

En 1900, Hilbert publicó una lista de 23 problemas abiertos que resultaron muy
influyentes en el desarrollo de la matemática del siglo XX.

Teorema
Problema 17 de Hilbert, 1900. Sea f ∈ R[X1, . . . , Xn], si f ≥ 0 para todo
(x1, . . . , xn) ∈ Rn, entonces

f =
(
p1

q1

)2

+ · · ·+
(
ps

qs

)2

,

pi, qi ∈ R[X1, . . . , Xn].

El teorema fue demostrado por Artin en 1923.



Ejemplo

Para el polinomio de Motzkin

M(x, y) = x4y2 + x2y4 + 1− 3x2y2,

multiplicandolo por x2 + y2 (que es obviamente positivo) obtenemos la
descomposición

(x2 + y2)M(x, y) = y2(1− x2)2 + x2(1− y2)2 + x2y2(x2 + y2 − 2)2,

que da un certificado de la positividad de M(x, y).



Relajaciones de Parrilo
En base al teorema de Artin, deducimos

f(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn ⇐⇒ ∃p, q SOS tales que qf = p.

Intentamos plantear el problema como un problema SDP:

Determinar si existen Q1,Q2 � 0 tales que (vt
1Q1v1)f = vt

2Q2v2.

con v1, v2 los vectores de monomios de ciertos grados.

Observamos que la igualdad da restricciones lineales en los coeficientes de Q1 y
Q2 y por lo tanto es un problema de factibilidad SDP.

Sin embargo, necesitamos conocer cotas para los grados de q y p para poder
plantearlo de esta forma.



Relajaciones de Parrilo

A diferencia del caso en que escribimos a f como sumas de cuadrados, ahora no
podemos deducir una cota directa para los grados de p y q a partir de la
expresión qf = p.

Si f tiene grado e y fijamos el grado d del denominador q (y por lo tanto el
grado de p es d+ e), obtenemos el problema de factibilidad

existencia: p, q ∈ R[x]
sujeto a: qf = p

deg(q) < d,

deg(p) < d+ e.



Relajaciones de Parrilo

Planteamos el problema anterior como problema SDP

existencia: Q1,Q2

sujeto a: (vt
1Q1v1)f = vt

2Q2v2

Q1,Q2 � 0

para v1, v2 los vectores de monomios de grados d y d+ e respectivamente y
Q1,Q2 de los tamaños apropiados.

Tomando d suficientemente grande, este problema es equivalente al problema
original de determinar si f(x) es positivo.

Pero ¿qué tan grande debemos tomar d?



Cotas para el teorema 17 de Hilbert

An elementary recursive bound for effective Positivstellensatz and Hilbert 17-th
problem

Henri Lombardi, Daniel Perrucci, Marie-Françoise Roy

We prove an elementary recursive bound on the degrees for Hilbert 17-th problem. More
precisely we express a nonnegative polynomial as a sum of squares of rational functions, and we
obtain as degree estimates for the numerators and denominators the following tower of five
exponentials

22d4k

where d is the degree and k is the number of variables of the input polynomial.

Esta cota no es útil en la práctica.



Optimización polinomial

Consideramos ahora el problema de hallar el mínimo de un polinomio f de grado
e en Rn.

Análogamente al caso de sumas de cuadrados, planteamos el problema

maximizar: γ

sujeto a: q(x)(f(x)− γ) = p(x)
p, q SOS.



Optimización polinomial
En este caso, para poder resolver el problema mediante un programa SDP
necesitamos fijar el grado de los polinomios p y q. Obtenemos el problema

maximizar: γ

sujeto a: q(x)(f(x)− γ) = p(x)
p, q SOS,
deg(q) < d, deg(p) < d+ e.

Si tomamos una sucesión creciente de grados d1 < d2 < d3 < ... obtenemos

γ?
d1 ≤ γ?

d2 ≤ γ?
d3 ≤ · · · ≤ f ?

y tomando d suficientemente grande vamos a encontrar el óptimo de f .



Espacio publicitario

Más generalmente, Parrilo usa el teorema de positividad de Stengle:

Para saber más sobre teoremas de positividad, cursar la materia “Polinomios
positivos y sumas de cuadrados” que dicta Daniel Perrucci.



Optimización sobre conjuntos semi-algebraicos

Un conjunto semi-algebraico básico en Rn es un conjunto S definido por
desigualdades polinomiales

S = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . , gm(x) ≥ 0}

para polinomios g1, . . . , gm ∈ R[x].

Consideramos el problema de minimizar un polinomio f ∈ R[x] en S en el caso
en que S es compacto.



Módulos cuadráticos

Llamamos R[x]2 al conjunto de todos los cuadrados p2 de polinomios p ∈ R[x].

Llamamos ΣR[x]2 al conjunto de todos los polinomios sumas de cuadrados.

Llamamos ΣR[x]2gi al conjunto de todas las sumas de polinomios en pgi con
p ∈ ΣR[x]2.

Definimos el módulo cuadrático generado por g1, . . . , gm como el conjunto

M = Σ + ΣR[x]2g1 + · · ·+ ΣR[x]2gm

=
{

m∑
i=0

σigi | σi ∈ ΣR[x]2
}
⊂ R[x],

tomando g0 = 1.



Módulos cuadráticos

Para M = ΣR[x]2 + ΣR[x]2g1 + · · ·+ ΣR[x]2gm, es inmediato:

p ∈M ⇒ p(x) ≥ 0 ∀x ∈ S.

Para obtener un resultado recíproco, hacemos la siguiente definición.

Definición
Decimos que un módulo cuadrático M es arquimedeano si

∃N ∈ N tal que N −
n∑

i=1
X2

i ∈M. (1)



Ejemplo 6.3.1 Positive Polynomials, A. Prestel & C. Delzell
Consideramos los polinomios en R[x, y]:

g1(x, y) = x− 1
2 , g2(x, y) = y − 1

2 , g3 = 1− xy.

El conjunto

S = {(x, y) | gi(x, y) ≥ 0, i = 1, 2, 3}

cuyo gráfico vemos en la figura es
compacto.
Sin embargo el módulo cuadrático

M = {a+ b(x− 1
2) + c(x− 1

2) + d(1− xy)}

con a, b, c, d ∈ ΣR[x]2 no es arquimedeano.



Módulos cuadráticos arquimedeanos

Son equivalentes

1 M es arquimedeano.
2 Existe p ∈M tal que {x ∈ Rn | p(x) ≥ 0} es compacto.



Módulos cuadráticos

Obtenemos el siguiente teorema de positividad:

Teorema (Putinar positivstellensatz)
Si S es un conjunto semi-algebraico básico compacto y M es arquimedeano,

p ∈ R[x] satisface p > 0 en S ⇒ p ∈M.

Observamos que este teorema solo caracteriza a los polinomios estrictamente
positivos y no a los no–negativos.



Ejemplo justo antes de Lema 8.2.3 (DP)

Consideramos f = 1− x2 y h = (1− x2)3.

Definimos S = {x ∈ R | h(x) ≥ 0} = [−1, 1] y vemos que f ≥ 0 en S.

Sin embargo, no existen σ0, σ1 SOS tales que

f = σ0 + σ1h.



Relajación SDP

Para el problema de optimización de un polinomio f sobre S obtenemos

f ? = sup{a ∈ R | f − a ∈M}.

En base al ejemplo anterior, este supremo podría no alcanzarse.

Como en los problemas anteriores, no podemos plantear la condición f − a ∈M
debido a que no tenemos una cota para los coeficientes sumas de cuadrados que
pueden aparecer en la escritura

f − a = p0 + p1g1 + · · ·+ pmgm.



Relajación SDP

Introducimos entonces para k ∈ N aproximaciones Mk ⊂ R[x]k de M :

Mk = ΣR[x]2d0 + ΣR[x]2d1g1 + · · ·+ ΣR[x]2dm
gm

=
{

m∑
i=0

σigi | σi ∈ ΣR[x]2, deg(σigi) ≤ k

}
⊂ R[x],

donde di = máx{d ∈ N | 2d+ deg gi ≤ k}.

Observamos que la cota sobre los grados se aplica sobre todos los polinomios que
aparecen en la descomposición y no solo sobre el polinomio resultante.

No debemos confundir Mk con M ∩ R[x]k ⊃Mk.



Relajación SDP

Obtenemos el siguiente problema SDP

maximizar: γ

sujeto a: f − γ ∈Mk.

Para todo k se cumple γ?
k ≤ f ? e incrementando el valor de k obtenemos una

secuencia creciente
(γ?

k)k∈N

que converge a f ?.


