
1 Análisis Multivariado I - Práctica 0

1.1 Repaso de Álgebra Lineal

1. Probar que tr (A+B) = tr (A) + tr (B) y tr (AB) = tr (BA) .

2. Mostrar que los autovalores no nulos de AB coinciden con los de BA. (Si las matrices
son cuadradas, los nulos también coinciden).

3. Sea A una matriz simétrica de d× d.

(a) Probar que todos sus autovalores son reales. Si llamamos λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λd a
estos autovalores, mostrar que:

• tr (A) =
d∑

i=1

λi

• |A| =
d∏

i=1

λi

• |I ± A| =
d∏

i=1

(1± λi)

(b) A ≥ 0⇔ λi ≥ 0 ∀i.
(c) A > 0⇔ λi > 0 ∀i.
(d) A ≥ 0 y |A| 6= 0⇒ A > 0.

(e) A > 0⇒ A−1 > 0.

(f) A > 0 ⇔ existe R ∈ Rd×d no singular tal que A = RRt ⇔ existe una matriz
ortogonal B ∈ Rd×d tal que si Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λd) con λi > 0 ∀i entonces
A = BΛBt (es lo que se denomina descomposición espectral de A).

(g) A ≥ 0 de rango r ⇔ existe R ∈ Rd×d de rango r tal que A = RRt ⇔ existe
una matriz ortogonal B ∈ Rd×d tal que si Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λd) con λi ≥ 0 ∀i
entonces A = BΛBt.

4. Una matriz P de d × d se dice de proyección si es simétrica e idempotente (es decir,
P 2 = P ). Probar que:

(a) rg (P ) = r ⇔ λi = 1 para i = 1, . . . , r y λi = 0 para i = r+1, . . . , d. Entonces P =
r∑

i=1

titi
t para ciertos ti ortonormales. ¿Cómo queda la descomposición espectral

en este caso?

(b) rg (P ) = tr (P ) .

(c) I − P también es de proyección. ¿Qué rango tiene?¿Sobre qué espacio proyecta?

5. Sea X de n × p y de rango p. Mostrar que P = X (XtX)−1Xt es una matriz de
proyección. ¿Sobre qué espacio proyecta?
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1.2 Esperanza, varianza y covarianza de vectores aleatorios

1. Si x e y son vectores aleatorios (no necesariamente de la misma dimensión) probar
que:

(a) Cov (x,y) = E (xyt)− E (x)E (yt) .

(b) Cov (Ax, By) = ACov (x,y)Bt.

(c) Si a es un vector no aleatorio, Var (x− a) = Var (x) .

(d) Var (Ax) = AVar (x)At.

2. Sea x1, . . . ,xn una muestra de vectores aleatorios de dimensión d (m.a.) con dispersión
Σ y {ai}1≤i≤n , {bi}1≤i≤n escalares no aleatorios. Mostrar que:

(a) Var

(
n∑

i=1

aixi

)
=

(
n∑

i=1

a2i

)
Σ.

(b) Cov

(
n∑

i=1

aixi,
n∑

j=1

bjxj

)
= O⇔

n∑
i=1

aibi = 0.

3. Si x ∼ (µ,Σ) y A es simétrica, probar que E (xtAx) = tr (AΣ) + µtAµ.

4. Sea x1, . . . ,xn una m.a. (µ,Σ). Mostrar que:

(a) E (x̄) = µ y Var (x̄) = Σ/n.

(b) E (Q) = (n− 1) Σ, con Q =
n∑

i=1

(xi − x̄)(xi − x̄)t
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