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Definiciones

I, Matriz identidad en RP*P

1,5 € RP*9 la matriz con sus elementos iguales a 1

1, € RP el vector con sus elementos iguales a 1

A es definida no negativa A > 0 & xTAx > 0 Vx

A es definida positiva A > 0 < xTAx >0 Vx # 0

e A>BsiA-B>0

Dada A € RP*P, tr(A) = >°F_ aji
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Propiedades

1. tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)
2. tr(AB) = tr(BA)

3. Sea A € RP*P simétrica. Sean A\; > X\ > -+~

autovalores de A.
e Existe T = (ty,...

TTAT = diag(A1, ..., \p)

Por lo tanto,
P
A= Z Ait; t’,-r
i=1

o tr(A) =7 X, |A] =det(A) = [, i

i=1

o det(l, £ A) = [T°,(1+ \)

,tp) ortogonal tal que

> Ap los
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Propiedades
4. Sean A € RP*P, D ¢ R9%9, simétricas entonces

‘ ID| [A-BD!C| i D! existe

A B
cCD

A [D-CA™!B| siA™!existe
5. Descomposicion de Cholesky

Sea A € RP*P simétrica. Existe C triangular inferior tal que

A=cCC"
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Propiedades
4. Sean A € RP*P, D ¢ R9%9, simétricas entonces

ID| [A-BD!C| i D! existe

<o
cb A [D-CA™!B| siA™!existe

5. Descomposicion de Cholesky
Sea A € RP*P simétrica. Existe C triangular inferior tal que

A =CC"
e P se dice idempotente si P? = P.

e Una matriz de proyeccién es una matriz simétrica
idempotente.
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Propiedades
Sea P € RP*P.

7. Si P es simétrica, entonces P es idempotente de rango r <
tiene r autovalores 1 y p — r autovalores 0

8. Si P es una matriz de proyeccién de rango r, entonces
r
P=> tt]
i=1
con ti,...,t, ortonormales.
9. Si P es una matriz de proyeccién tr(P) = rango(P).

10. Si P es idempotente = I, — P lo es.
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M3ds Propiedades
Sean A,V € RP*P, A simétrica, x; € RP, 1 < j<n,y

X = 5 = (x(l),...,x(p)> .

sH

11. zx Ax; = tr (AZXJ j) —tr AXTX)

8 T _ 8 T _ T
12. a(x Ax) = 2Ax A (x” Ax) = xx

d
13 atr(AV) = V"

o B .
14. A det(A) = det(A) A



Esperanza y covarianza
@00000

Definiciones

e Sea X = (x;j) una matriz de variables aleatorias, se define
EX = (Exj)

e Sean x € RP, y € R9 dos vectores aleatorios, se define la
matriz de covarianzas de x e y como

Ty = Cov(xy) = (COVOGY))icicpicicq
= E(xy") —E(x)E(y)".

e Dado x € RP,
3, x = Cov (x,x) = Cov(x) = VAR(x)

es una matriz simétrica definida no—negativa.
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Propiedades

Sean X = (x;j) una matriz de variables aleatorias, x € R? e y € RY
dos vectores aleatorios

e E(AXB +C)=AE(X)B+C.
e Si x e y son independientes, entonces Cov (x,y) = 0.
e Cov(Ax,By)=ACov(x,y) B".

e Cov(Ax)=ACov(x)A".
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Definicidn

Sean x; € RP, 1 < j < n, independientes, E(x;) = p;,
COV(X,’) = Z,’

X = : = (x(l),...,x(p)> .

SECEN

Se define la matriz de covarianza de X como la matriz de

covarianza de
X1
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Propiedad

Se define el producto de Kronecker de las matrices A € RP*P y
B € R™" como la matriz A ® B € RP"™*P"

allB e alpB
A®B= :
apiB ... apB

Sean x; € RP, 1 < j < n, independientes, E(x;) = p,
Cov(x;) = X, entonces

X0 ..00
E(X) =1,  Cov(X) = . =1,0%



Notacién y Algebra matricial Esperanza y covarianza

000000

Propiedad

M3s atin, si P € RI%P, Q € RMx7,

Cov(QXPT) = Q1,Q" @ PXP”

Luego, si M =ny Q € R"™" es ortogonal,

Cov(QXPT) =1, ® PEPT
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Sean x; € RP, 1 < j < n, independientes, E(x;) = p;,
COV(X,’) =2;

Consideremos la forma cuadratica

XTAX = Z axiX; .

1<ij<n
o E (XTAX) = 2721 aixX;+E (X)T AE (X)

e Si X; =X paratodo i

E (X"AX) = tr(A)E + E(X)" AE(X)
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Sean x; € RP, 1 < j < n, i.i.d E(x;) = p, Cov(x;) = X.

Por analogia con el caso univariado definamos

X
Il
\
X
Il
\
X
H
[y
3
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Sean x; € RP, 1 < j < n, i.i.d E(x;) = p, Cov(x;) = X.

Por analogia con el caso univariado definamos

X = 1 x,:EXTl,,
i=1 n
s = 1 Y (w-9x-9'-—a
N n—ll,:1 ! ' n—1
1 4 _ _
B n—1{Z(Xl—N)(Xi—M)T—n(x—u)(x—u)}
i=1
_ 1 sy
= —X'X
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Luego,
Q = X'(I,-P)X
de donde como P; es idempotente de rango 1y (I, — P1)1, =10
obtenemos del Lema que
E(Q)=(n—1)X

Ademds, E(X) = p por lo que X y S son estimadores insesgados de
py de X, respectivamente.
Por otra parte,

Cov(x) = %)’.‘ —0

es decir, X es un estimador débilmente consistente de .
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Matriz de correlacion
Sea x tal que Cov(x) = X = (0jj)1<ij<p-

La matriz de correlacién del vector x estd dada por
1 1
CORR(x) = A 2XA™2

donde
A= diag(oll,...,app) .

Un estimador de CORR(x) es
R=D :SD">

donde D = diag (si1,- - -, Spp)

= — D (xi =) (xi — )" = (sp)1<ij<p
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Luego,

&
wn
X
=
3
3
N
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Funcidn caracteristica

e Sea X una variable aleatoria con distribucién F, se define la
funcién caracteristica como la funcién ¢x : R — C definida
por

ox(t) =E (e" fX> — E(cos(t X)) + i E(sin(t X)), VteR

e Sea X € RP un vector aleatorio, se define la funcién
caracteristica como

ox(t) =E (eitT X> =E (cos(t" X)) + i E (sin(t" X)) , VteRP

Luego, ¢ox(t) = ¢yt x(1).
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Propiedades

Sea X ~ F con funcién caracteristica px : R — C

lpx(t)] <1, para todo t € R, px(0) = 1.

e ©x(t) es uniformemente continua.

Si E (]X]¥) < oo entonces px € CXy

S0 =FE(X?), 1<s<k

o ox(—t) = px(t).

Sea Y = aX + b entonces ¢y (t) = ePtpx(at).

px es la funcién caracteristica de —X.

e ©x(t) es real & F es simétrica.
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Propiedades

e Si X e Y son independientes pxty(t) = px(t) X py(t). La
reciproca no vale.

e |a funcidn caracteristica determina la distribucidn, es decir,

X~ Y & ox(t) =py(t) Vt

F ©ox

N(p.0?) | exp(ipt) exp (- 755
) 1
(1-2it):

(0,1) exp( —[t[)
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