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Definiciones

• Ip Matriz identidad en Rp×p

• 1pq ∈ Rp×q la matriz con sus elementos iguales a 1

• 1p ∈ Rp el vector con sus elementos iguales a 1

• A es definida no negativa A ≥ 0 ⇔ xtAx ≥ 0 ∀x

• A es definida positiva A > 0 ⇔ xtAx > 0 ∀x 6= 0

• A ≥ B sii A− B ≥ 0

• Dada A ∈ Rp×p, tr(A) =
∑p

i=1 aii
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Propiedades

1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(AB) = tr(BA)

3. Sea A ∈ Rp×p simétrica. Sean λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λp los
autovalores de A.

• Existe T = (t1, . . . , tp) ortogonal tal que

TtAT = diag(λ1, . . . , λp)

Por lo tanto,

A =

p∑
i=1

λiti tti

• tr(A) =
∑p

i=1 λi , |A| = det(A) =
∏p

i=1 λi

• det(Ip ± A) =
∏p

i=1(1± λi )
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Propiedades

4. Sean A ∈ Rp×p, D ∈ Rq×q, simétricas entonces∣∣∣∣ A B
C D

∣∣∣∣ =


|D|

∣∣A− B D−1C
∣∣ si D−1 existe

|A|
∣∣D− C A−1B

∣∣ si A−1 existe

5. Descomposición de Cholesky

Sea A ∈ Rp×p simétrica. Existe C triangular inferior tal que

A = CCt

• P se dice idempotente si P2 = P.

• Una matriz de proyección es una matriz simétrica
idempotente.
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Propiedades

Sea P ∈ Rp×p.

7. Si P es simétrica, entonces P es idempotente de rango r ⇔
tiene r autovalores 1 y p − r autovalores 0

8. Si P es una matriz de proyección de rango r , entonces

P =
r∑

i=1

ti tti

con t1, . . . , tr ortonormales.

9. Si P es una matriz de proyección tr(P) = rango(P).

10. Si P es idempotente =⇒ Ip − P lo es.
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Más Propiedades
Sean A,V ∈ Rp×p, A simétrica, xj ∈ Rp, 1 ≤ j ≤ n, y

X =

 xt1
...

xtn

 =
(

x(1), . . . , x(p)
)
.

11.
n∑

j=1

xtj Axj = tr

A
n∑

j=1

xjx
t
j

 = tr
(
A XtX

)
12.

∂

∂x
(xtAx) = 2Ax

∂

∂A
(xtAx) = xxt

13.
∂

∂A
tr(AV) = Vt

14.
∂

∂A
det(A) = det(A) A−1
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Definiciones

• Sea X = (xij) una matriz de variables aleatorias, se define
EX = (Exij)

• Sean x ∈ Rp, y ∈ Rq dos vectores aleatorios, se define la
matriz de covarianzas de x e y como

Σx,y = Cov (x, y) = (Cov(xi , yj))1≤i≤p,1≤j≤q

= E(x yt)− E(x)E(y)t .

• Dado x ∈ Rp,

Σx,x = Cov (x, x) = Cov(x) = Var(x)

es una matriz simétrica definida no–negativa.
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Propiedades

Sean X = (xij) una matriz de variables aleatorias, x ∈ Rp e y ∈ Rq

dos vectores aleatorios

• E(AXB + C) = AE(X) B + C.

• Si x e y son independientes, entonces Cov (x, y) = 0.

• Cov (A x,B y) = ACov (x, y) Bt.

• Cov(A x) = ACov(x) At.
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Definición

Sean xi ∈ Rp, 1 ≤ j ≤ n, independientes, E(xi ) = µi ,
Cov(xi ) = Σi

X =

 xt1
...

xtn

 =
(

x(1), . . . , x(p)
)
.

Se define la matriz de covarianza de X como la matriz de
covarianza de

y = vec(X) =

 x1
...

xn





Notación y Algebra matricial Esperanza y covarianza Muestras

Propiedad
Se define el producto de Kronecker de las matrices A ∈ Rp×p y
B ∈ Rn×n como la matriz A⊗ B ∈ Rpn×pn,

A⊗ B =

 a11B . . . a1pB
...

...
ap1B . . . appB


Propiedad

Sean xi ∈ Rp, 1 ≤ j ≤ n, independientes, E(xi ) = µ,
Cov(xi ) = Σ, entonces

E(X) = 1nµ
t Cov(X) =

 Σ 0 . . . 0 0
. . .

0 0 . . . 0 Σ

 = In ⊗Σ



Notación y Algebra matricial Esperanza y covarianza Muestras

Propiedad

Más aún, si P ∈ Rd×p, Q ∈ RM×n,

Cov(QXPt) = QInQt ⊗ PΣPt

Luego, si M = n y Q ∈ Rn×n es ortogonal,

Cov(QXPt) = In ⊗ PΣPt
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Sean xi ∈ Rp, 1 ≤ j ≤ n, independientes, E(xi ) = µi ,
Cov(xi ) = Σi

Lema

Consideremos la forma cuadrática

XtAX =
∑

1≤i ,j≤n

aijxi xtj .

• E (XtAX) =
∑n

i=1 aiiΣi + E (X)t AE (X)

• Si Σi = Σ para todo i

E
(
XtAX

)
= tr(A)Σ + E (X)t AE (X)
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Sean xi ∈ Rp, 1 ≤ j ≤ n, i.i.d E(xi ) = µ, Cov(xi ) = Σ.

Por analoǵıa con el caso univariado definamos

x =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n
Xt1n

S =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)t =
1

n − 1
Q

=
1

n − 1

{
n∑

i=1

(xi − µ)(xi − µ)t − n (x− µ) (x− µ)t
}

=
1

n − 1
X̃tX̃

donde

X̃t = (x1 − x, . . . , xn − x) = Xt(In − P1) = Xt(In −
1

n
1n1tn )
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Luego,

Q = Xt(In − P1)X

de donde como P1 es idempotente de rango 1 y (In − P1)1n = 0
obtenemos del Lema que

E(Q) = (n − 1)Σ

Además, E(x) = µ por lo que x y S son estimadores insesgados de
µ y de Σ, respectivamente.

Por otra parte,

Cov(x) =
1

n
Σ→ 0

es decir, x es un estimador débilmente consistente de µ.
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Matriz de correlación
Sea x tal que Cov(x) = Σ = (σij)1≤i ,j≤p.

La matriz de correlación del vector x está dada por

Corr(x) = ∆− 1
2 Σ∆− 1

2

donde
∆ = diag (σ11, . . . , σpp) .

Un estimador de Corr(x) es

R = D− 1
2 SD− 1

2

donde D = diag (s11, . . . , spp)

S =
1

n − 1

n∑
i=1

(xi − x)(xi − x)t = (sij)1≤i ,j≤p
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Luego,

rjk =
sjk√
sjj skk

=

n∑
i=1

(xij − x j)(xik − xk)

(
n∑

i=1

(xij − x j)
2

n∑
i=1

(xik − xk)2

) 1
2
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Función caracteŕıstica

• Sea X una variable aleatoria con distribución F , se define la
función caracteŕıstica como la función ϕX : R→ C definida
por

ϕX (t) = E
(
e i t X

)
= E (cos(t X )) + i E (sin(t X )) , ∀t ∈ R

• Sea X ∈ Rp un vector aleatorio, se define la función
caracteŕıstica como

ϕX(t) = E
(
e i tt X

)
= E

(
cos(tt X)

)
+ i E

(
sin(tt X)

)
, ∀t ∈ Rp

Luego, ϕX(t) = ϕtt X(1).
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Propiedades
Sea X ∼ F con función caracteŕıstica ϕX : R→ C

• |ϕX (t)| ≤ 1, para todo t ∈ R, ϕX (0) = 1.

• ϕX (t) es uniformemente continua.

• Si E
(
|X |k

)
<∞ entonces ϕX ∈ Ck y

ϕ
(s)
X (0) = i sE (X s) , 1 ≤ s ≤ k

• ϕX (−t) = ϕX (t).

• Sea Y = aX + b entonces ϕY (t) = e ibtϕX (at).

• ϕX es la función caracteŕıstica de −X .

• ϕX (t) es real ⇔ F es simétrica.
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Propiedades
• Si X e Y son independientes ϕX+Y (t) = ϕX (t)× ϕY (t). La

rećıproca no vale.

• La función caracteŕıstica determina la distribución, es decir,

X ∼ Y ⇔ ϕX (t) = ϕY (t) ∀t

F ϕX

N(µ, σ2) exp(i µ t) exp
(
− σ2 t2

2

)
χ2
k

1

(1− 2 i t)
k
2

C(0, 1) exp(− |t|)
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