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Algebra 1
Practica 2 - Numeros Naturales e Induccién

Sumatoria

1. i) Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria:

(a) 1+24+3+4+...4100 (d) 1+9+25+49+...+441
(b) 1+2+44+8+16+...+1024 () 1+3+5+4+...+(2n+1)
() 14+ (—4)+9+(—16)+25+...4+(—144) (f) n+2n+3n+...+n?

ii) Reescribir cada uno de los siguientes productos usando el simbolo de productoria y/o de
factorial:

(a) 5-6-...-99-100 (b) 1-2-4-8-...-1024 (¢) n-2n-3n-... n?

2. Escribir los dos primeros y los dos tltimos términos de cada una de las siguientes expresiones:

|3

- . 1 =t n’ C n+4i
i 2(0—5 ii iil - : v -
);( ) H)Z:Zni(i‘"l) )i:1 % IV);' )};[121_3

~

(n+1)
2

n
n
3. i) Probar que para todo n € N se tiene Zz = contando de dos maneras la cantidad

i=1
de cuadraditos sombreados del siguiente diagrama:

ii) Deducir que, para todon € N, 2+44+6+---+2n=n(n+1).

4. Calcular (en funcién de n) las siguientes sumas:

n n

i) > (4i+1) ii) > 2(i - 5)

i=1 =6

Induccion

n
5. Probar que para todo n € N se tiene Z(?z —1)=n%

=1

i) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del diagrama
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ii) usando el ejercicio 3,

iii) usando el principio de induccién.

o

(Suma de cuadrados y de cubos) Probar que para todo n € N se tiene

3 n?(n + 1)?
=—0

1)(2 1

-

=1

7. Sean a,b € R. Probar que para todon € N, a™ — b" = (a — b) (Z ai_lb"_i>. Deducir la férmula

i=1
R |
de la suma geométrica: para todo a # 1, Z a' =
5 a—1
=0
8. Sea g € R, g # 1. Calcular las siguientes sumas:
n n 2n n
)3 i) 30 i S50 9 3
i=1 i=0 i=n =0

©

. Probar que para todo n € N se tiene

1) i(_l)iJrl i2 _ (_1)n+1n(n + 1)7 iV) Z 02! 2t o 1’

et 2 — (i+ Di+2) n+2
R | ndi
11)124Z =T v)l_[12i_3:2(1—2n).
= s

n

i) > (2i+1)37 ! =n3",

i=1
10. i) Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales. Probar que Z (@i+1 — a;) = Gpy1 — aq.
i=1
1 1 11
ii) Calcul —. (S ia: == -
ii) acuar;i(i+l) (Sugerencia G i i—i—l)

n
1 1 1
iii) Calcular ; m (Sugerencia: calcular %1 241

)

" i
iv) Calcular Z —_—.
— (i+ 1)
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11. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N:

. n 377.71
i) n<2 V) n! >
ii) 3" + 5" > 2nt2 n
i ! <2 !
2n Vl) Z 5 =< 27’7,71

2
i=n vii) ( ”) <4m
n
on
lV) E - > >
= 2t —1 4 viii) (n) < o0

12. Seaa € R, a > —1. Probar que, Vn € N, (14+a)" > 1+ na.
(En qué paso de la demostracién se usa que a > —17

13. Probar que

s 1> n—1 > n 7 . 2n
R A i) 32 <6n—5, ¥n>3, lv)( )>n2", ¥n >4,
ii) 3" — 2" >n3, Vn >4, — il n

14. Probar que para todo n > 3 se tiene que

n(n—3)
2

ii) la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo de n lados es (n — 2)7.

i) la cantidad de diagonales de un poligono convexo de n lados es

Recurrencia

15. i) Sea (ap)nen la sucesién de ntmeros reales definida recursivamente por
a =5, Gpt1 =3an, — 2", VYneN.
Probar que a,, = 2" + 3".
i) Sea (an)nen la sucesiéon de niimeros reales definida recursivamente por
=2 =2 2" )
ay =2, Unt1 =2n0a, + n!, VneN.
Probar que a,, = 2" n!.
iii) Sea (an)nen la sucesién de nitimeros reales definida recursivamente por
a1 =0, ant1 =an +n(3n+1), VneN.
Probar que a,, = n?(n — 1).
iv) Sea (an)nen la sucesién de ntmeros reales definida recursivamente por

(2n)!

=2 nt1 = 4a, — 2——F——
“ ’ Gn+1 “ (n+ 1D!n!

, VneN.

2
Probar que a,, = ( n)
n

16. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

i)ar=1, apni1 =1+ /a,)? VneN iii) a1 =1, apt1=na,, VneN
. 1
i) a1 =3, apy1=2a,+3", VneN. V) a1 =2, a1 =2-— VneN

n
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17. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.
i)ar=1, app1=a,+(n+1)3 VneN.
i) a1 =1, apy1 =a,+(—=1)""n? ¥Vn eN.
iii) a1 =3, apy1=a,+(2n+1)3""1 VneN.

(Sugerencia: usar los Ejercicios 10(i), 6 y 9.)

18. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

a1 =1, ap+1=an+n-nl, ¥neN.

Probar que a,, = n!, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular Z 71l

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

a =1, an+1:an+3n2+3n+1, Vn eN.

Probar que a,, = n3, y, aplicando el Ej. 10(i), calcular de otra manera ZiQ (c.f. Ej. 6).
i=1

19. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.
i) ag =1, a2=2, apya=napt1+2(n+1)a,, VneN
i) ag =1, as=4, anpso =4./an11 + an, Yn €N
iii) a1 =1, ax=3, 2ap42=apt1+a,+3n+5 VneN.
—Gpt1 — 3 si n es impar,

iv) a1 =-3, a2=6, a = .
) @ 2 2 {an+1+2an+9 si n es par.

20. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (ay,)nen, definidas a continuacién y
probar su validez.

i) ap=1, a1 =3, ant2=4an+1 —3an, VYn € Ng.

ii) ap=1, a1=1, apy2=4ap+1—3a,, Yn € Ny.
iii) ag =2, a1 =4, apnya=4ap,41 —3a,, Vn € Np.
v) ag=0, a1 =3, apny2=06anr1 —9ay,, Vn € Ny.

V1

i)
i)
i)

lV) ag = 1, a; = 3, Ap+2 = 6an+1 — gan, Vn S No.
)
i) ap=1, a1 =0, apy2=06an+1—9ay,, Vn e Ny.
i)

21. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

ar =1, ay=3, (p42 = Qni1 + San, VneN.

Probar que a, < 1+ 3""! para todo n € N.

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

3 2n +1
a; =1, az = 3, an+2:an+1+n+2

an, VnmeN.

1
Probar que a,, > n + 3 para todo n > 4.
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22. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas a continuacién y
probar su validez.

) ar=1, anp1=1+) ia;, YneN.

i=1

1 1 -
ll) a1:§, an+1:§<1—2ai>,VnEN.

i=1
iii) a1 =1, apy1 = Zai +(n+1), vneN.
i=1

23. Sea (an)nen la sucesién definida por

2n+1
man, Vn eN.

ap =1, ap+1 =
1 /2

i) Probar que a, < < n) para todo n € N.
2n\ n

1 /2
ii) Probar que a, > ( n) para todo n > 3.
3=\ n

24. Sea (Fy)nen, la sucesion de Fibonacci, definida por

Fy=0, F1:]., Fn+1:Fn+Fn,1, Vn e N.

Probar que para todo n € N se tiene

n—1 2 2
. F27L—1:Fn+Fn—1
i Fz :Fn7 v
l) ; 2041 2 ) {FZn — Fn(Fn +2Fn—1)7

V) Fn+m = Fm+1Fn + Fn—lFm Ym Z 0,

(%) -(57) ]

25. Para cada n € N, hallar la cantidad de maneras de cubrir un tablero de 2 x n usando n fichas de
domind, cada una de las cuales cubre exactamente dos casillas del tablero. (Las fichas se pueden
colocar en posicién horizontal o vertical.)

i) Y FP = FaFuga,
i=1 1

NP, = —
iil) F,_1Fpy — F2=(=1)", vi) 7

26. Probar que todo nimero natural n se puede escribir como suma de potencias de 2 distintas, in-
cluyendo 2° = 1. (Sugerencia: considerar la mayor potencia de 2 menor o igual que n.) Probar
ademas, que dicha escritura es tnica.

27. Sea (F),)nen, la sucesién de Fibonacci. Probar que todo nimero natural m se puede escribir como
suma de k ntimeros de Fibonacci
m=F, +...4+ F,,

para cierto k € N, con subindices nq,...,n; mayores que 1 y n; +1 < n;41, Vi < k. Es decir,
todo nimero natural puede escribirse como suma de distintos términos no nulos de la sucesiéon de
Fibonacci sin usar dos consecutivos. Probar ademas, que dicha escritura es tnica.
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Problemas surtidos

28. Probar que para todo n > 6 es posible dividir un cuadrado en n cuadrados méas pequenos.

Sugerencia: Probar que si vale para n, vale para n + 3.
29. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N:

1 1 1 1

. .. 2n—1 1

5
= < —F=
6 2n V3n

DN | =
=

Sugerencia: Intentar probar una desigualdad mds fuerte por induccion.
30. Definimos la media aritmética de n ntimeros reales positivos a1, ..., a, como

ar+...+ap

MAn(ala"';an) =
n

y la media geométrica como
MG (ay,...,a,) = Yay...ap

El objetivo de este ejercicio es demostrar la desigualdad aritmético-geométrica que afirma que
MG, (a1,...,an) < MA,(a1,...,an)

y la igualdad sélo se da cuando a1 = as = ... = a,.

i) Probarla para n = 2, es decir \/ajas < % y si Jaras = % entonces a; = as.

)

il) Probar que si vale para n, también vale para 2n.
)
)

iii) Probar que si vale para n, también vale para n — 1.

iv) Concluir que vale para todo n € N.

31. Sean Ay,..., A, conjuntos finitos. Probar el principio de inclusion-exclusion, que afirma que

(0,5 g

0£IC{1,....,n} il

donde la suma recorre todos los subconjuntos no vacios de 1, ..., n.
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