TEORIA DE PROBABILIDADES SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2020

PrRAcCTICA 1: CONSTRUCCION DE MEDIDAS

“A mathematician is a device for turning coffee into theorems.”
PAUL ERDOS

Ejercicio 1. Sean ) un conjunto y S una semidlgebra sobre ). Probar que la clase

A(S) = {A €EN:A= UAi con Ay,..., A, €S8 disjuntos}
i=1

es un algebra de subconjuntos de ).

Definicién. Sea ) un conjunto y sea D una clase de subconjuntos de €. Decimos que D es un
A-sistema si verifica las siguientes condiciones:

(@) QeD
(b) Ae D= A°eD
() (A)nen €Dy AN Ay =0sin#m = J,cy4n €D.
Ejercicio 2. Verificar que la condicién (b) en la definicién de A-sistema puede ser sustituida por

la condicién

() ABEDyAC B=> B\ AcD.

Ejercicio 3. Probar que toda clase C que sea w-sistema y A-sistema a la vez resulta una o-
algebra.
Ejercicio 4.

a) Probar que en el Teorema de Caratheodory-Hahn la extension resulta tnica si la medida
u es o-finita sobre la semidlgebra S (1 es o-finita sobre S si el espacio es unién numerable
de conjuntos de S de medida finita).

b) Mostrar con un ejemplo que la extensién puede no ser unica si p no es o-finita.
Sugerencia. Considere S = {(a,b] : —oo < a < b < 400} y la medida p sobre S dada por

0 sil=10

u(I) =
+oo si I # 0.

Definicion. Sean 2 un conjunto y M una clase de subconjuntos de 2. Decimos que M es una
clase mondtona sobre () si verifica las siguientes condiciones:

(a) (An)nen S My Ay C Apyy paratodon € N=J, oy An € M.
(b) (Ap)nen €My Apy1 € A, para todon € N = .y An € M.
Ejercicio 5. Sean 2 un conjunto y A una clase de subconjuntos de €.
a) Mostrar que M(A) C o(A), siendo M(A) la clase mondétona generada por A.

b) Teorema de la clase mondétona. Si A es un élgebra entonces M(A) = o(A).

Ejercicio 6. Mostrar un conjunto €2, S C P(2) y medidas p y v definidas alli con () = ()
finito pero tal que p y v no coinciden en o(S).



