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Definicidn

e X~ Pgcon@cO.

e Se dice que T = t(X) es suficiente para 0 si:

la distribucién de X| T =t es independiente de 6 para todo
t € T tal que

Po(T ¢ T) =0 para todo 0 € ©
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Rao Blackwell

Sea X un vector de una distribucién perteneciente a la familia
P={Pg: 6 ¢c O} SeaT un estadistico suficiente para 6y
J(X) un estimador de q(8).

Sea R(0,0) =EgL(0,0(X)) con L(0,d) convexa en d.

Supongamos Eg|d(X)| < oo. Definamos un nuevo estimador
n(T) = E(5(X)[T).

e Luego se tiene

(i) R(8,7) < R(8,8), VOO
(ii) Cuando L(8, d) es estrictamente convexa en d, la igualdad en
(i) se satisface si y sélo si

Po(n(T) =40(X)) =1 vOc©

(iii) Si 0(X) es insesgado, entonces n(T) también lo es.
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Teorema de Factorizacion

Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad o funcién de
probabilidad puntual p(x,0), 6 € ©.

El estadistico T = t(X) es suficiente para 6 si y sélo si existen dos
funciones g y h tales que

p(x, 0) = g(t(x), 8)h(x)
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Otros resultados
Corolario.

Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad o funcién
de probabilidad puntual p(x,8), 8 € ©. Supongamos que la
familia P = {p(x, 0)} tiene soporte comin, independiente de

0.

Entonces, una condicién necesaria y suficiente para que T sea
suficiente para 6 es que fijados 81 y 6> el cociente

p(x,61)

P(X7 92)
sea funciéon de T.
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Otros resultados
Corolario.

Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad o funcién

de probabilidad puntual p(x,8), 8 € ©. Supongamos que la

familia P = {p(x, 0)} tiene soporte comin, independiente de
6.

Entonces, una condicién necesaria y suficiente para que T sea
suficiente para 6 es que fijados 81 y 6> el cociente

p(x,61)

P(X7 92)
sea funciéon de T.

Lema. Si X es un vector aleatorio con una distribucién F(x, ),
con 0 € © si T = t(X) es un estadistico suficiente para 6 y si m es
una funcién biunivoca de T entonces el estadistico V. = m(T)
también es suficiente para 6.
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Minimal suficiente

Definicion: Sea X un vector aleatorio con distribucién Py con
6 co.

Se dice que un estadistico T = t(X) es minimal suficiente para 6

SI:

o T es suficiente para 6.

e Dado cualquier otro estadistico U = g(X) suficiente para 0
existe una funcién H tal que T = H(U).
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Resultados

Teorema. Supongamos que X tiene una distribucién perteneciente
a una familia finita de distribuciones P = {Pg, 1 <i < k} con
densidades o probabilidades puntuales p;, 1 < i < k todas con el
mismo soporte.

Entonces el estadistico

([ p2AX) Px(X)
T = <P1(X)’ 7 Pl(X)>

es minimal suficiente.
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Resultados

Teorema. Supongamos que X tiene una distribucién perteneciente
a una familia de distribuciones P = {Pg 60 € ©} con soporte
comun.

Sea Py C P.

Supongamos que

e T = t(X) es un estadistico minimal suficiente para Py

e T = t(X) es suficiente para P,

entonces T es minimal suficiente para P.
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Completitud

Definicion. Sea X un vector aleatorio cuya distribucién pertenece
auna familia P ={Pyp: 6 €O}
Un estadistico T = t(X) se dice completo si

Eo(g(T))=0 VOcO

implica que
Po(g(T)=0)=1 VOeco
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Resultados

Teorema. Supongamos que X tiene una distribucién perteneciente
a una familia de distribuciones P = {Py 6 € ©}.

Supongamos que

e existe un estadistico T = t(X) minimal suficiente para P

e U = U(X) es suficiente y completo para P,

entonces U es minimal suficiente para P.
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Resultados

Teorema de Basu. Supongamos que X tiene una distribucién
perteneciente a una familia de distribuciones P = {Pg 6 € O}.

Supongamos que

e T = t(X) es suficiente y completo para P.

Entonces,

Dado cualquier estadistico U = g(X) anciliario, o sea, tal que su
distribucién no depende de @, se tiene que

U es independiente de T.
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Definicién.
Se dice que una familia de distribuciones continuas o discretas en

RY, Py, donde 8 € © C RP es una familia exponencial a k
parametros si su densidad o probabilidad puntual se puede escribir
como

p(x, ) = A(8) >0V 509 px) ¢

donde

e nj:0 =R,
e A:©® - RT
e ti:RYI =R
e h:RY —» RT.
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Resultados

Teorema. Una familia exponencial a k pardmetros cuya funcién de
densidad viene dada por (1) tiene como estadistico suficiente para
0 el vector T = t(X) = (t1(X), ..., tx(X)).

Teorema. Sea X1, Xo, ..., X, una muestra aleatoria de una
distribucidn que pertenece a una familia exponencial a k
pardmetros, cuya funcién de densidad viene dada por (1).

Luego,
e la distribucién conjunta de Xy, ..., X, también pertenece a

una familia exponencial a k pardmetros y

e el estadistico suficiente para @ es el vector

n
T =(T{,...,T{), donde T/ =) "1;(X;), 1<j<k
i=1
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Resultados

Teorema. Sea X un vector cuya distribucidn pertenece a una
familia exponencial a k pardmetros cuya funcién de densidad
satisface (1).

Luego, la funcién de densidad de los estadisticos suficientes
T = (t1(X), ..., t(X)) es de la forma

pr(ti,ta,..., 1, 0) = A(6) eSO 6 (e 1)

Por lo tanto, la familia de distribuciones de T también forma una
familia exponencial a k parametros.
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Lema

Sea X = (X1,...,Xq) un vector aleatorio cuya distribucién
pertenece a una familia exponencial a un pardmetro continua

p(x,60) = A(8)e" ) p(x)

e § € © CR, O abierto
e 7(0) infinitamente derivable.

Luego, si m(x) es un estadistico tal que

/|m )p(x,0)dx < oo VO €O

entonces, la expresion

/ / x) et ) p(x)dxy . . . dx,

es infinitamente derivable y se puede derivar dentro del signo
integral.

En el caso discreto, se reemplazan las integrales por sumatorias.



Familias Exponenciales
0000e0

Teorema

Sea X = (X1,...,Xq) un vector aleatorio cuya distribucién
pertenece a una familia exponencial a un pardmetro con densidad
dada por

p(x,0) = A(9)e" DX p(x) fcOCR
con © abierto y 7(6) infinitamente derivable. Luego se tiene:

(i) A(0) es infinitamente derivable.

(i
Eg(£(X)) = A(Q)Efze)
(i) OEq (t(X))
Varg(£(X)) = — 2

n'(0)
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Teorema

Sea una familia exponencial a k pardmetros, discreta o continua
con funcién de densidad dada por

p(x,8) = A(0) e =0 569 pyy.
Sea A = {)\ = ()\1,)\2, .. .,/\k)T S )\J' = 77j(0); 0 c @}

a) Si A contiene k + 1 puntos )\(1), .. .,)\(k+1) tales que
{)\(j) - ,2 < j < k+ 1} son linealmente independientes,
entonces el estadistico suficiente T = (t1(X), ..., t(X)) es
minimal suficiente.

b) Si A contiene una esfera en R¥, entonces el estadistico
suficiente T = (t1(X), ..., tx(X)) es completo.
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Teorema de Lehmann-Scheffé

e Sea X un vector aleatorio de cuya distribucién pertenece a la
familia de distribuciones P = {Pg 0 € ©}.

e Sea T un estadistico suficiente y completo para 6.

Luego, dada una funcién g : © — R, se tiene que

(i) Existe a lo sumo un estimador insesgado de (@), basado en
T.

(i) Si 6(T) es un estimador insesgado de (@), entonces §(T) es
IMVU.

(iii) Si 6(X) es un estimador insesgado para q(@), luego
n(T) = E(6(X)|T) es un estimador IMVU para q(0).
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Teorema

Sea X un vector aleatorio de cuya distribucidn pertenece a la
familia de distribuciones P = {Pg 6 € ©}.

Sea T un estadistico suficiente y completo para 6.

Para cada funcién U—estimable (@) existe un estimador
insesgado que minimiza uniformemente el riesgo

R(0,0) = EgL(0,0) para cualquier pérdida L(0, d) convexa
en d.

En particular, ese estimador es IMVU.

El estimador IMVU de (a) es el dnico estimador insesgado que
es funcién de T y es el (nico estimador insesgado con minimo
riesgo si el riesgo es finito y L(6, d) es estrictamente convexa
en d.
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Caracterizacién

Lema. Sea dp un estimador insesgado de q(6).

Dado cualquier otro estimador d insesgado de q(0), se cumple que
6=0—U

con
Eo(U) =0 VO € ©
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Caracterizacién

Teorema. Supongamos que X es un vector aleatorio de cuya
distribucién pertenece a la familia P = {Py 0 € ©}.

Sean

A = {3(X): Egs?*(X) < oo}
U = {{6(X)eA: Egd(X)} =0V0 c O} .

Una condicidén necesaria y suficiente para que d € A, insesgado,
sea IMVU para g(0) es que

Cov(s, U) = Eg(5U) =0 Voo VYUclU
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Hipotesis
Supongamos que X ~ f(x, ), con 6 € ©; © un conjunto abierto
de R.

(A) El conjunto S = {x: f(x,6) > 0} es independiente de 6.
(B) Para todo x, f(x,0) es derivable respecto de 6.

(C) Si h(X) es un estadistico tal que Eg[|h(X)|] < oo para todo
€ © entonces se tiene

;H / h(x)F (x, 8)dx = / h) 2E:0)

06 o0

0< 1(0) = Ey [<8|og;§)(,0)>2] <

1(0) se denomina nidmero de informacion de Fisher.
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Lema
Supongamos que se cumplan las condiciones A, B, Cy D. Sea
0log(f(x,0))
)= —-> "=

Entonces,

(i) Si ademas existe la derivada segunda de f(x, 6) respecto de 6
y si para todo estadistico h(X) tal que, Eg[|h(X)|] < co para
todo 0 € ©, se cumple que

2 ) §
;m/h(x)f(x, 0)dx = /h(x)‘wdx @)
entonces
10) = g, L 18 X.0) __p 0U(X.6)

062 - o
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Teorema

Sea X = (Xi,...,Xq) un vector aleatorio cuya distribucién
pertenece a una familia exponencial a un pardmetro con densidad
dada por

f(x,0) = A(0)e" D) p(x) 0co

con © un abierto en R.

Supongamos que

o 0= Ey(t(X))

e 1)(0) es derivable.
Luego, si T = t(X)
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Teorema

Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con
densidad f(x,6) con § € © C R.

Luego, si se denomina

e [,(0) al nimero de informacién de X1, Xz, ..., X,y

e /1(0) al ndmero de informacién de Xy,

entonces se tiene

1,(0) = nly(6)
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Teorema de Rao—Cramer

Bajo las condiciones A, B, Cy D, si §(X) es un estimador
insesgado de g(#) tal que Eg5?(X) < oo se tiene

(a)

VARy(6(X)) =

(b) La desigualdad en (a) es una igualdad si y sélo si §(X) es un
estadistico suficiente de una familia exponencial, es decir, si y
sélo si

f(x,0) = A(0)e" ) p(x)



Recordemos

«O» (FrAaEr <

DA o7
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Teorema

Bajo (A), (B), (C). (D) y (i), si

e @, es un estimador de maxima verosimilitud de 6 consistente

e g(6) es derivable con ¢'(6) # 0 para todo 6.

Entonces,

Vi (a0 - a@) 2> v (0,128
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Teorema (Le Cam, 1953)
Supongamos que Xi,...X, son i.i.d. X; ~ f(x,8), con

e O CR,
e O abierto

y que se cumple

(A) El conjunto S = {x: f(x,0) > 0} es independiente de 0.
(B) Para todo x, f(x,0) es dos veces derivable respecto de 0 y
0%f(x,0)
06?
es continua en 0.
(C) Si h(X) es un estadl'stico tal que E9|h( )| < oo para todo

6 € © entonces g(6) = [ h(x 6)dx es dos veces
diferenciable y para s=1,2

0° 0°f(x,0)
aes/h(x)f(x, O)dx:/h(x)aesdx
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Teorema (Le Cam, 1953)

< 00

2
(D) 0.< L(6) = Ey <a'g(;§”)>

(E) Para cada 6 fijo, existen ¢ > 0 y una funcién M(x) > 0 tales
que

D% log f(x,0)| |0(x,0)
00? ] 09
E@OM(X]_) < o0

‘ < M(x)

para todo x € Sy paratodo # € {§ € © : |y — 0] < ¢}
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Teorema (Le Cam)

Sea 0,(X1,...,Xn) una sucesién de estimadores asintéticamente
normales de g(6), con q derivable y ¢'(6) # 0 para todo 6. Es
decir,

VA (8a(X1, -, Xa) — (8)) = N (0,02(6))

entonces

[d'(0))?
a?(0) > ho)

excepto en un conjunto ©y C © tal que ©g tiene medida 0.
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