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Temperatura sublimacién platino
26 mediciones de la temperatura de sublimacién de platino en un
experimento realizado por Hampson y Walker (1961).
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Boxplot Platino
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Boxplot Platino
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orden de la medicion

Con todos los datos: x = 137.05
Sacando los datos anémalos: x = 134.9.
Mediana M =135.1, d, = 1.7.
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Diagrama de Hertzsprung—Russell

X = logaritmo de la temperatura en la superficie de la estrella
Y = logaritmo de intensidad luminica.

4.37 5.23 25 4.38 5.02 13 4.48 5.42 37 4.53 5.10
4.56 5.74 26 4.42 4.66 14 4.01 4.05 38 4.45 5.22
4.26 4.93 27 4.29 4.66 15 4.29 4.26 39 4.53 5.18
4.56 5.74 28 4.38 4.90 16 4.42 4.58 40 4.43 5.57
4.30 5.19 29 4.22 4.39 17 4.23 3.94 41 4.38 4.62
4.46 5.46 30 3.48 6.05 18 4.42 4.18 42 4.45 5.06
3.84 4.65 31 4.38 4.42 19 4.23 4.18 43 4.50 5.34
4.57 5.27 32 4.56 5.10 20 3.49 5.89 44 4.45 5.34
4.26 5.57 33 4.45 5.22 21 4.29 4.38 45 4.55 5.54
4.37 5.12 34 3.49 6.29 22 4.29 4.22 46 4.45 4.98
3.49 5.73 35 4.23 4.34 23 4.42 4.42 47 4.42 4.50
4.43 5.45 36 4.62 5.62 24 4.49 4.85
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Logaritmo de intensidad luminica
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Diagrama de Hertzsprung—Russell

yi=01 +0xi +e€

LS: (61, 6,) = 6.793, —0.413)
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Diagrama de Hertzsprung—Russell

yi=01 +0xi +e€

LS: (61,02) = 6.793, —0.413)
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Diagrama de Hertzsprung—Russell

yi=01 +0xi +e€

LS: (61,02) = 6.793, —0.413)  MM: (6y,6,) = —7.153, 2.745)
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El Problema de Robustez

Modelo de posicion y escala: x; = pu + ou;, u; ~ F i.i.d.
X~ Fun(x) = F (552)
o =0 — x; ~ N(/L,Oz).

x es IMVU y minimax.

Un entorno de contaminacion de tamano € de la
distribucién ® se define por

Fe=A{F:F=(1—¢€)® +¢eH con H arbitraria}.
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El Problema de Robustez

e Sixy,..,xpiid. uj~FeV, =

a) Una proporcién (1 — €) de las observaciones estardn dadas por
X;i =+ ou; con u; ~ P,

b) Una proporcién e estardn dadas por x; = u+ ou; con u; ~ H.
Estas dltimas observaciones serdn denominadas puntos atipicos
o outliers, .

e Si Ey(u) = 0 entonces
o? o?
varg(x) = — varg(u) = — ((1 —€) + evary(u))
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El Problema de Robustez: varg(x)

H ~ N(0,72)
€ 0 01 02 0.3 0.4
7T=2 |10 13 16 1.9 2.2
7=5 |10 34 58 82 10.6
7=10]10 109 20.8 30.7 40.6
7=201]10 409 80.8 120.7 160.6
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El Problema de Robustez: varg(ji,)

fip = mediana(x;)

Posicién y escala

~ 0'2
H ~ N(0,72)
€ 0 0.1 0.2 0.3 0.4
T = 1.570796 1.762224 1.990901 2.267161 2.605179
T = 1.570796 1.857455 2.230389 2.728045 3.412934
7 =10 | 1.570796 1.897076 2.336672 2.948847 3.837344
7 =20 1570796 1.917912 2.394215 3.072774 4.086688
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros

e Presencia de errores de redondeo
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros
e Presencia de errores de redondeo

e Apartamientos de la independencia
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros

e Presencia de errores de redondeo
e Apartamientos de la independencia

e Modelo es una aproximacién de la realidad
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros

e Presencia de errores de redondeo

e Apartamientos de la independencia

e Modelo es una aproximacién de la realidad

Consideramos estimadores T, que se escriben como T,, = T(F,)
donde F,, indica la empirica y T es un funcional sobre el espacio de

las medidas de probabilidad.
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El Problema de Robustez

Procedimientos estables frente a las siguientes perturbaciones:

e Presencia de un pequeno porcentaje de observaciones con
errores groseros

e Presencia de errores de redondeo

e Apartamientos de la independencia

e Modelo es una aproximacién de la realidad

Consideramos estimadores T, que se escriben como T, = T(F,)
donde F,, indica la empirica y T es un funcional sobre el espacio de
las medidas de probabilidad. La nocién de robustez estd
relacionada con la continuidad de T respecto de la distancia de
Prohorov.
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Distancia de Lévy: Q =R

di(F,G)=infle:Vx F(x—¢€)—e<G(x)<F(x+e)+e}
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Distancia de Lévy: Q =R

di(F,G)=inf{e:Vx F(x—¢€)—e<G(x)<F(x+e)+e€}

‘Exhibit 23.1

La distancia de Lévy metriza la topologia débil
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Distancia de Lévy: Q =R

di(F,G)=infle:Vx F(x—¢€)—e<G(x)<F(x+e)+e}

‘Exhibit 23.1

La distancia de Lévy metriza la topologia débil

dL < dK donde dK(F7 G) = SUp‘F(X) — G(X)|
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Q espacio métrico polaco, A° = {x € Q :infyecad(x,y) < 5}
Distancia de Prohorov:

MP,Q)=inf{e>0:VAecB P(A) < Q(A") + ¢}

SiQ=R: d, <
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Q espacio métrico polaco, A° = {x € Q :infyecad(x,y) < 5}
Distancia de Prohorov:

NP,Q) =infle>0:YAecB P(A) < QA) + ¢}

Si Q =R: d; <T1 La distancia de Prohorov metriza la
topologia débil. M resulta un espacio métrico separable y
completo.
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Métrica de Lévy y de Prohorov

Teorema de Strassen Los siguientes dos enunciados son
equivalentes

e P(A) < Q(A°) +e, VAERB
e Existen variables aleatorias X e Y sobre € tales que X ~ P,
Y~Q (X,Y)~R

R(d(X,Y)<48)>1—¢
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M —estimadores de posicion
* x; =0 + ouj, uj ~ F i.i.d. 0 = g¢ conocido.= x; ~ Fyg,

1 _
e f densidad de F, fy,,(x) = —f <X Q) ,

00 00
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M —estimadores de posicion

* x; =0 + ouj, uj ~ F i.i.d. 0 = g¢ conocido.= x; ~ Fyg,

1 9
o f densidad de F, fy,,(x) = —f (X ) ,

00 00
e Funcién de verosimilitud correspondiente a xi, ..., x,

n f (X,' — 9)
i1 g0

1

1
L(6) = o
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M —estimadores de posicion

* x; =0 + ouj, uj ~ F i.i.d. 0 = g¢ conocido.= x; ~ Fyg,

1 9
o f densidad de F, fy,,(x) = —f (X ) ,

00 00
e Funcién de verosimilitud correspondiente a xi, ..., x,

o1 (*5°)

n
0 =1

e El EMV ¢ minimiza

S0) =13 = W)

i=1 g0

pi(u) = — log f(u) + log f(0).
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M —estimadores de posicion

o Huber (1964) definié los M-estimadores para el modelo de
posicion como el valor # que minimiza

Sn(0) = rllzn:p (XU_09> (2)

i=1
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M —estimadores de posicion

e Huber (1964) definié los M-estimadores para el modelo de
posicion como el valor # que minimiza

5.(6) = lgp =l )

e p se elige independientemente de f y de tal manera que tenga
las propiedades deseadas:
1. El estimador es altamente eficiente cuando f corresponde a la
distribucién N(0,1).
2. El estimador es poco sensible a contaminacién por outliers, en
particular es altamente eficiente para toda f correspondiente a
una distribucién de V..
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M —estimadores de posicion

e Propiedades de la funcién p que define al M-estimador

Al. p es derivable con derivada 1) = p'.

A2. p es par.

A3. p(u) es mondtona no decreciente en |ul.
A4. p(0) =0.
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M —estimadores de posicion

e Propiedades de la funcién p que define al M-estimador
Al. p es derivable con derivada 1) = p'.

A2. p es par.
A3. p(u) es mondtona no decreciente en |ul.
A4. p(0) =0.
e Huber propuso una familia de funciones p}/
(
k2
—ku — > si u<—k
2
pi (u) = = si |ul <k
2 2
ku—— si u>k
( 2
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Temperatura de sublimacidn del platino

145
I

Temperatura

140
I

135
I

orden de la medicion

M —estimador con k=1.5 135.38

Mediana 135.1
e 137.05
X sin atipicos 134.9
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, OOOOOlsj(t) — .
t2/2Ly<c+ (et — ¢2/2) Ljyy>c

o0

Huber

p(t) =
min (3(t/c)* = 3(t/c)* + (t/c)%, 1)

o)

Tukey

MM —estimadores
0000000

IC Regresion
000000 000

ﬁ:ﬂo@ooooo

tﬂmgc +c signo(t)ﬂhbc

v =
(6/c?) (1= (t/c)*) Ljy<c

o)




Posicién
0O0000e00

M —estimadores de posicion: 1 redescendiente

Otra familia de funciones usadas es la asociada los EMV respecto
dela 7,

v+1

B = L2) ) [1+Xj]2 bulu) =

2
Vi (5)

p function 4 function

x2 +v

I\)\T v
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M —estimadores de posicidn

Un M—estimador de posicién puede verse como un promedio
pesado. Sea

—~ si x#0
P'(0) si x=0

Media Huber Tukey
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M —estimadores de posicidn

= 0
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M —estimadores de posicion

Mm@ =23 () —o. ()

Teorema. Supongamos que v es continua impar , no decreciente
y para algin a se tiene 1p(a) > 0. Entonces

(i
(ii

) La ecuacion (3) tiene al menos una raiz.

)
(i) Las raices de (3) forman un intervalo.

)

Toda raiz de (3) corresponde a un minimo de S,(9).

(iv) Sit es estrictamente creciente hay una tnica raiz de

(3)-
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M —estimadores: Funcional asociado
Sea T(F) la solucién de

Ar(t) = e (X — t) = 0.

oo

e Fisher—consistencia: T(Fg,,) = 6
x— 0
EFBaO ’l/J = 0,
oo
e Es equivalente a Ef(¢)(u)) = 0.
e El M—funcional es Fisher—consistente si F es simétrica

respecto de 0 y v es impar.
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Propiedades asintéticas de los M—estimadores

Teorema Sean xi,..x, i.i.d. x; = 0 4+ ogu;, u; ~ F. Sea 5,,
so/uc10n de (3), donde 1 y F satisfacen Er(vy(u)) = 0. Luego
0, 2550 en cualquiera de los siguientes casos

1. La funcién 1 es estrictamente creciente.

2. La funcién v es no decreciente, 1(u) > ¥(0) y F(u) > F(0)
para todo u > Q.

Un resultado mas general que incluye el caso de las funciones
redescendientes puede verse en Boos y Serfling (1980).
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Propiedades asintéticas de los M—estimadores

Teorema. xi,....x, i.i.d. x; = 0 + ogu;, u; ~ F. Sea 5,, solucion
de (3) donde 1/) y F satisfacen Ef(¢(u)) = 0. Supongamos que
0, 25 0, v que ademds 1 tiene dos derivadas continuas y 1" es

acotada. Entonces,

n2(6, — 0) -2 N(0, 02 V (2, F)),
donde ,
VP =

V (1, F) se minimiza en

() = =7 v Vo F) = ¢
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M —estimador minimax

Fie ={F:F = (1 — €)® + €H con H simétrica}.

e La mayor varianza posible en este entorno del M—estimador
basado en v estd dada por V(i) = sup V(. F).

FG]:LE
e Huber eligié el M—estimador con funcién {/;
V(@) = min V(©).

e Estos estimadores se denominardn minimax (minimizan la
maxima varianza asintética en el entorno de contaminacion
Fie).

e Huber (1964) mostré que ¢ esté en la familia yH, donde k
depende de la cantidad de contaminacién e.
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M —estimador minimax

Teorema. Sea V(v) = sup V/(i, F) donde
Fe}-l,e

Fire={F:F=(1-¢)®+cH con H simétrica}.
El M—estimador asociado a 1}’ satisface

O = argmin V(1)
P

0 sea,

sup V(wf,F)g sup V(¢ F)
FG]“LE Fe]:l,e

donde k y € cumplen

1 2
] = ®(k) — d(—k) + E(p(k) con ¢ =79
—€
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Algunos estimadores de escala equivariantes
Sea xj = 0 + ou;, ui ~ Fg, o sea, Fy,(x) = Fo((x —0)/0).

Estimador de dispersion
Gx+c)=5(x) v a(cx)=]|clF(x)
Dos estimadores usados

mad(x) = mediana

edian xi — mediana(x;)

1<j<n

QR(x) = x—m+D) _ y(m) m
Si Fpo = N(6,02),
mad(Fy,) = &1 <§>a

IQR(Fp,) = 2071 (§>a
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Algunos estimadores de escala equivariantes

Sea x; = 0 + ouj, uj ~ Fg, o sea, Fp,(x) = Fo((x —0)/0).

Luego, para obtener estimadores Fisher—consistentes bajo la normal

MADN(X) = ————=— MAD(x)

IQRN(x) = ——— IQR(x)
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Algunos estimadores de escala equivariantes
Sea xj = 0 + ou;, uj ~ Fg, o sea, Fy,(x) = Fo((x —0)/0).

Un estimador de dispersiéon que no centra los datos y mds robusto
que IQRN fue propuesto por Rousseeuw (1992) y Croux y
Rousseeuw (1993)

o d;j:x(i)—x(f), i>j
e dD) < d® < ... < dm con m= ( ’2’>
n

Q, = d®  donde k= {2} +1
2

2222 Q, 2% o

Tiene eficiencia 0.82
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Algunos estimadores de escala equivariantes
Sea xj = 0 + ou;, ui ~ Fg, o sea, Fy,(x) = Fo((x —0)/0).

Martin y Zamar (1993) consideraron un estimador basado en el
shorth.

e [an, by] intervalo mas corto que contiene a la mitad de los

datos

~ b
e Shorth de posicion: 6 = %

6 = argmin mediana |x; — t|
ter  1<i<n

Estimador de Dispersién

o=>b, —a, J
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Algunos estimadores de escala equivariantes
Si Foo = N(0,c?),

b a(FG,a)::u_CU
e b(Fyp;) =p+co, con

d(c) — d(—c) = % osea c=o¢! <§>

Luego,
7 2% 2071 <§> o
4

y podemos normalizarlo, para ser Fisher—consistente bajo la normal
Estimador de Dispersion Normalizado

. 1
U=7(bn_an)

()
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M —estimadores de escala
Sea x; = ou;, u; ~ F1, F1 con densidad f1, F,(x) = F1(x/0).

0 =14 (%),

Funcién de verosimilitud correspondiente a xi, ..., X,

o= 114 ()

i=1

El EMV &3v minimiza

Su(0) = - Z( ogs) (%) +1og,

Si f; es derivable tenemos que &1y es solucién de

2 () () (o) =

f:/
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M —estimadores de escala
Sea x;j = ou;, u; ~ F1, F1 con densidad f;, F,(x) = F1(x/0o).

Una funcién p es una funcién que cumple

e p(x) es no decreciente en |x|

e p(0) =
o p(x) es creciente si x > 0y p(x) < ||plloo

e Si p es acotada, se supondrd ||p|lcc =1
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M —estimadores de escala
Sea x;j = ou;, u; ~ F1, F1 con densidad f;, F,(x) = F1(x/0o).

Una funcién p es una funcién que cumple

e p(x) es no decreciente en |x|

p(0) =

p(x) es creciente si x > 0y p(x) < ||pllco

e Si p es acotada, se supondrd ||p|lcc =1

Un M— estimador de escala & es una solucién de

1 n Xi
“Sp(z) =06 0<5<|pllo
ni=1 o

Si #{xi : xi =0} > n(1 — J), no existe solucién y se define
c=0
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Fisher—consistencia

Sea F; = N(0,1) y ¢, r, tal que

X
Eno,1)p (Cp a) =9

Sea pc = p(+/c).

Luego, la solucién & 22 o(F)

X
rve, (77) =2

y o(F) es Fisher—consistente en N(0, 1)
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M —estimadores de escala: Ejemplos

e Un estimador muy usado es el asociado a la funcién de Tukey

plT(x) = min{l — (1 — x2)3 , 1}

con 0 =1/2.

La constante ¢, = 1.56 = Fisher—consistencia en N(0,1)

e Sipc(t)=1I(t| >c)yd=05=0= mlegiigrr:a |xi|/c que no

es el EMV para ninguna distribucién
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Estimador preliminar de escala
Xi =0 + ou;, u;~ Fiid. odesconocido. = x; ~ Fy,
Si 0 = ¢ conocido definimos 8 como la solucién de
10 xi — 0
Sn(0) = - —_— .
0= 30 ( = )

Luego, el M—estimador de posicién con estimador preliminar de
escala &, se define como el valor & que minimiza

S0 =23 (7).

i=1

e 0, un estimador robusto y consistente de o

e Por ejemplo, la MAD, 331 = MADNj<i<n(Xi)
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M —estimador de posicidn con escala desconocida

iz;¢ <Xi3_n€> o ()

Teorema. Sean xq,...x, i.i.d. x; = 0 + ou;, u; ~ F. Sea 5 la
solucién de (4), con v lmpary F snmetrlca respecto de 0.

Supongamos que Oy — 0, 60 —— o, y que p € C2 , " es
acotada. Luego se tiene que

n'/2(8y — 0) = N(0, V(3. F)),
donde V (v, F) estd dada por

Er?(u)

VOB = (i)
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M —estimador de posicidn con escala desconocida

0 (X0, -y X05 Xmt1s---,Xn) — 0 (x1,...,x5)] n=20 xp=1000

m X mediana HMADP Hniap, Hsp Xa TMADP MAD IQR
1 50 0.00 0.03 0.04 16.06 0.04 -0.02 0.12 0.08
2 100 0.01 0.10 0.11 46.78 55.59 0.04 0.22 0.14
2 200 0.21 0.36 0.37 1405 166.7 0.10 0.46 0.41
5 250 0.34 0.62 0.95 2029 2223 0.15 0.56 370.3
7 350 0.48 1.43 42.66 350.0 3334 0.21 1.29 7403
9 450 0.76 3.23 450.0 450.0 4445 0.40 2.16 740.2
10 500 500.5 500.0 500.0 500.0 500.0 500.0 793.3 740.2

a = 0.085 k = 1.37 para el M—estimador con funcién de Huber
Tabla reproducida de Maronna et al. (2019)
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Intervalos de confianza

Los outliers afectan el IC cldsico de dos maneras

¢ la probabilidad de cobertura real es mucho menor que la
nominal

¢ la probabilidad de cobertura puede ser cercana a la
nominal pero al costo de falta de precision por un
incremento de la longitud esperada
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Intervalos de confianza

Sean x; ~ N(0,0°) el ICse basaen T = (x — ) / (s//n)

_ S . S
I:[X* tnflv%‘X‘kin t,,,lﬂ%]

Vi Vn

Si x;i ~ F((x — 0)/o) con F simétrica con Ef|X| < oo,

e 7 estard centrado

¢ la longitud de Z puede verse muy incrementada si

FeF.={(1—¢e)d+eH: H simétrica Ey|X| < co}.

MM —estimadores
0000000
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Intervalos de confianza

SiFeF.={(1—¢€)®+eH: H nosimétrica Ey|X| < oo},

Entonces, Ef, ,x # 0 por lo tanto

e 7 no estara centrado

¢ la longitud de 7 puede incrementarse.

Una manera es basarse en la distribucion asintdtica del
M —estimador 6,,.
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Intervalos de confianza
Sea xi =0+ oujcon Fe F.={(1—-¢€)®+eH: H simétrica}

~ V2o o2 Ery?(u)
o 80,0 = (0T )

Luego podemos estimar la varianza asintética por
" ~

FO DL

n < g
i=1

1 a ’ X,'—9n

2

V2 = ASVAR = G

Un intervalo aproximado sera

T=1[0,—
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Intervalos de confianza: Ejemplo, Maronna et af.(2019)

24 determinaciones del contenido de cobre en harina
220 220 240 240 250 270 280 2.90

3.03 3.03 310 337 340 340 340 3.50
360 370 370 370 3.70 3.77 528 28.95
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Intervalos de confianza: Ejemplo, Maronna et af.(2019)

Estimador | 5,, | % | T
X 4.280 | 5.297 | [2.161,6.400]

M— estimador con bicuadrada | 3.144 | 0.637 | [2.885, 3.404]
o 3.269 | 0.416 | [3.103,3.435]
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Intervalos de confianza: Ejemplo, Maronna et af.(2019)

Estimador | 0, | 74 | 7
X 4.280 | 5.297 | [2.161,6.400]
M— estimador con bicuadrada | 3.144 | 0.637 | [2.885, 3.404]
o 3.269 | 0.416 | [3.103,3.435]

X sin outliers 3.114 | 0.530 | [2.892, 3.335]
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Inferencia robusta

® |ogaritmo de la intensidad de luz de la estrella
® |ogaritmo de la temperatura efectiva en la superficie

MM —estimadores
0000000

correspondientes al diagrama de Hertzsprung-Russell del Cimulo de estrellas

CYG OB1

36 38 a0 a2 44 a5

Logaritmo de la Temperatura.



Introduccién Posicién Escala Posicién y escala IC Regresion MM —estimadores

00000 00000000 000000000 000000 @00 0000000
00000000 000000 00000000000

Inferencia robusta

® |ogaritmo de la intensidad de luz de la estrella
® |ogaritmo de la temperatura efectiva en la superficie

correspondientes al diagrama de Hertzsprung-Russell del Cimulo de estrellas
CYG OB1

MM

Logaritmo d

36 38 a0 a2 44 a5 36 38 a0 a2 44 a5

Logaritmo de la Temperatura. Logaritmo de la Temperatura.

MM —estimador de regresién en azul?.
Estimador de minimos cuadrados en rojo
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Inferencia robusta

® |ogaritmo de la intensidad de luz de la estrella

® |ogaritmo de la temperatura efectiva en la superficie

correspondientes al diagrama de Hertzsprung-Russell del Cimulo de estrellas
CYG OB1

MM

Logaritmo d

36 38 a0 a2 44 a5 36 38 a0 a2 44 a5

Logaritmo de la Temperatura. Logaritmo de la Temperatura.

MM —estimador de regresién en azul?.
Estimador de minimos cuadrados en rojo

aYohai, V. J. (1987). High breakdown-point and high efficiency robust
estimates for regression. Annals of Statistics, 15, 642-656.
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Estimador de minimos cuadrados

23 aviones monomotores construidos durante los afios 1947-1979.
y = costo (en unidades de $ 100,000) x = relacién elevacién-arrastre

22 .

Relacion elevacion-arrastre

® Estimador de minimos cuadrados en rojo

® E| estimador de minimos cuadrados minimiza

> (yi — o= Bxi)?
=1
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Estimador de minimos cuadrados

23 aviones monomotores construidos durante los afios 1947-1979.
y = costo (en unidades de $ 100,000) x = relacién elevacién-arrastre

22 .

100
I

100
L

60
I

Costo

20
I

Relacion elevacion-arrastre
Relacion elevacion-arrastre

® Estimador de minimos cuadrados en rojo ® MM—estimador de regresién en azul

El estimador de minimos cuadrados minimiza ® El MM —estimador* minimiza

(vi — o — Bx)? - yi —a— Bx;
> o (rme=50)

i—1 g
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Estimador de minimos cuadrados

23 aviones monomotores construidos durante los afos 1947-1979.
y = costo (en unidades de $ 100,000)  x = relacién elevacién-arrastre

22

Relacion elevacién-arrastre

60
I

20
I
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Estimador de minimos cuadrados

23 aviones monomotores construidos durante los afos 1947-1979.
y = costo (en unidades de $ 100,000)  x = relacién elevacién-arrastre

22 22

9 )
S El
2 g
8 8

60
I
60
I

Costo

40
I
40
I

Relacion elevacién-arrastre Relacion elevacién-arrastre
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M —estimadores
Para combinar robustez y eficiencia y teniendo en cuenta que

Brs = arg[;nin PRAC))

i=1

podemos definir los M—estimadores como

5 s i(8)
By = argmin p <r/\ )
M /6 ; o

donde

e 0, es un estimador de la escala del error

e p es una funcién p
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M —estimadores
M —estimadores

o

A= i 320 (42)
B i1 n

donde

e 0, es un estimador de la escala del error

e p es una funcién p

Un caso particular, es el estimador L! que corresponde a p(t) = |¢|

Bu = argmin Y _ |ri(B)|
B =

=
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M —estimadores

Son
¢ Regresion equivariante
B(X,y +Xv) = B(X,y) +~
e Escala equivariante
B(X,Ay) = AB(X,y)
e Afin equivariante

B(XA, \y) = A71B(X,y)

A € RP*P no singular
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M —estimadores

Como

T
,6 —argmln—Zp Aix,@ )

entonces, 3,, satisface
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M —estimadores: Propiedades

o Efyp(u/o)=0

-1
e max xjT (XTX) x; — 0
1<j<n

entonces

MM —estimadores
0000000
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M —estimadores: Propiedades
Sea S € RP*P tal que SST = XTX. Si Si

e 7, B
o Efyp(u/o)=0

e max xI (XTX)_1 x; — 0

1<j<n ’
entonces
ST <B . 5) L2y N (0,02 V(, F) 1)
con E 1!}2( )
V(p, F) = —F2
WP = i)

Luego, la eficiencia no depende de la distribucién de x,
eff(3.) = 1/V (1. F).
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Cémo elegimos 7,7

Una opcidn es

1. Calcular el estimador L%, ,@Ll

2. Definir 7; = ri (8,1)

1

On = — 3+ mediana [7}|
e (3) e
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Cémo elegimos 7,7

Es facil ver que 7, es

¢ Regresion invariante 7,(X,y + Xv) = 0,(X,y)

e Afin invariante 7,(XA, \y) = 7,(X,y), A € RP*P no
singular

¢ Escala equivariante 7,(X, \y) = |A|o,(X,y)

con lo cual el M—estimador resultante es regresion, afin y escala
equivariante.

e o~ P
Ademas, o, — 0.
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Comentario

e Como en posicidn, estimadores con 1) redescendientes dan
peso 0 a residuos grandes lo que permite tener alta
eficiencia bajo normalidad y bajo colas pesadas.

e Los M—estimadores con ) mondtona se recomiendan
para disenos 0 — 1 y quizds para disenos uniformes, pero
no para disenos donde pueden aparecer puntos de alta
palanca.

e Para combinar eficiencia y robustez, se recomienda usar la
bicuadrada para calcular el M—estimador con el estimador
preliminar de escala descripto.
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Cémputo de M—estimadores de regresion

Como en posiciéon un M—estimador puede verse como un
estimador de minimos cuadrados pesado.

Sea
w(t) = ¢£t)
o= w5
On
Luego,
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Cémputo de M—estimadores de regresion
Podemos aplicar el siguiente proceso iterativo IRWLS:

~(1 ~
a) Calculamos el estimador L%, ,6( ) = B,

1 . o~
op = o 1(3) % mlegdl_lgga |ri <,6’L1> |
ri(BL1)7£O

b) Para k=1,2,..., dado B(k)

(K ~(k
i) SeaTix=r ﬁ( ) =y — X,-Tﬂ( ) y Wi = W (Tix/7n)

~(k+1
ii) Calcule 6( +) resolviendo
1. T
EZWi,k (yi—xiB)xi=0
i=1

c) Pare cuando max |7 x — Tikt1|/0n < €
1
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®000000

MM —estimadores

Una propuesta para obtener estimadores robustos, cuando x e y
pueden contener outliers, consiste en

e tomar una funcién p acotada

combinada con

e un estimador preliminar de escala asociado a un estimador
inicial de alto punto de ruptura.
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MM —estimadores

Consideraremos un M—estimador de regresion, (3, solucién de

/6— argmlnfz,o <y, _x"g>

donde

e 7, es un estimador de la escala del error asociado a un
estimador inicial de alto punto de ruptura y

e p es una funcién p acotada.
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MM —estimadores

Si p es derivable

10 —xiT,@
n

Z"/’ yl/\i xi=0

i=1 On

Esta ecuacién tendrd varias soluciones y generalmente sélo una
corresponde al minimo global.

~

Si 7, es regresion y afin invariante y escala equivariante, 3
sera regresion, afin y escala equivariante.
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MM —estimadores

Una manera de obtener un estimador robusto y con alta
eficiencia es encontrar un buen minimo local de

L) =3 p(LoXr

On
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MM —estimadores

Una manera de obtener un estimador robusto y con alta
eficiencia es encontrar un buen minimo local de

L(B) =150 (220

i=1 n

Sean p; y po dos funciones p acotadas, tales que p; < py
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MM —estimadores

Una manera de obtener un estimador robusto y con alta
eficiencia es encontrar un buen minimo local de

L(B) =150 (220

n

Sean p; y po dos funciones p acotadas, tales que p; < py

Por ejemplo,

pO(t) = pTUK(t/CO) pl(t) = pTUK(t/Cl)
prox(t) = min{1 — (1 - ¢2)° 1}

con ¢ > Q.
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MM —estimadores

a) Calcule un estimador inicial de alto punto de ruptura, 3,;,
pero eventualmente poco eficiente bajo normalidad
e Para cada 3 sea (3) la solucién de

LS (280) -

e Defina By = argming ()
b) Calcule la escala robusta, &, de los residuos ri(B;y;), © sea,

On= a(/@INI)

con lo cual

Si elegimos po(t) = prux(t/co) y co = 1.56, 7, P
u; ~ N(0,02).
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MM —estimadores

c) Sea 11 = p. Busque una solucién 3, de

,Zw ( ﬂ) x; = 0 (5)

tal que Ly, (Ban) < Lpy(Biat). Buny se llama un

MM —estimador.

Para el cdlculo de ,@MM se utiliza IRWLS partiendo de BINI, con

W(t) = a(t)/t.

Eficiencia
1

0.8 08 09 09
3.14 344 3.88 4.68
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Métodos numéricos: Algoritmo de Remuestreo

Para encontrar una solucién aproximada de &(3) = argmin (3)
B
que sirva de buen punto inicial se utiliza remuestreo

e Tomemos N submuestras Zy, 1 < k < N al azar de tamafio p.
Si una submuestra es colinear reemplacela por otra.

e Para cada submuestra {(x;,y;), i € Z} sea B7 tal que
xiBr=yi i€l
e Calcule
k* = argmino (,sz))
1<k<N

* Bz, es el candidato a punto inicial
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