Estadistica (M) - Segundo cuatrimestre 2020

Practica 3 - Error Cuadratico Medio, Consistencia y Distribucién Asintética

Se recomienda empezar por los ejercicios marcados sin *.

A) Riesgo, Error Cuadratico Medio, Estimadores Insesgados.

1. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién con parametro . Sea én = ) (Xz un
estimador de # con varianza finita. Sib(6,,) es el sesgo de 6,,, probar que ECM(6,,) = V' (0,,)+b(6,,)%.

2. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién tal que existe V (X) = 0.

(a) Demostrar que

es un estimador insesgado de o2.

(b) Sea X1,...,X, es unam.a. de una distribucién N (u,0?), calcular el ECM(s?) y el ECM(¢?)
donde 62 = (n—1)s*/ (n+1).

Sugerencia: puede usar que si Xi,..., X, son i.i.d con distribucién N(u,o?), entonces
Z:'L=1<Xi — 7)2 2
0_2 ~ Xn-1-

(c) Probar que, aunque ECM (s?) > ECM (6?), la razén entre los ECM tiende a 1 cuando n — oo.

(d) Mostrar que la contribucién del sesgo de 62 a ECM (G2) es despreciable cuando n — oo (en
el sentido de que la razén entre b (52)° y ECM (62) tiende a 0).

3. Dada una m.a. Xj,..., X, de una distribucién U (0, 6), sea 6, el EMV de 0 v 0, el estimador de
f basado en el primer momento.

(a) Probar que 571 es insesgado y que §n es asintoticamente insesgado.
(b) Calcular el ECM de ambos estimadores. ;Qué estimador preferiria desde este punto de vista?

(¢) ;Cémo modificaria el estimador gn para que quede insesgado? Llamemos 5;;1061 a este esti-
mador modificado.

(d) (Para hacer con R) Para cada uno de los valores n = 6, 10, 20, 40, 80, 200 hacer lo siguiente:
i. Generar una muestra de tamano n de una distribucién U(0, 6y) con 6y = 3.

ii. Evaluar los tres estimadores 0,,, 0,, vy 02“0‘1 en dicha muestra.

iii. Repetir los dos pasos anteriores m = 1000 veces, obteniendo asi, para cada uno de los
tres estimadores, replicaciones 07, ...,607 .

iv. Para cada estimador, computar el ECM

m

=30 - )

i=1

Finalmente, graficar n vs. el ECM de cada uno de los tres métodos anteriores (todo en un
mismo grafico). Hacer boxplots con los valores estimados 67, ...,6% . ;Tienen sentido estos
resultados respecto de los resultados tedricos de los primeros items?



*4. Un estimador ¢ se dice inadmisible para una cierta funcién de riesgo R(0,6) si existe otro esti-
mador 0* tal que R(J,0) > R(6*,0) para todo 0 € © y R(0,0) > R(6*,6) para algin § € ©. Un

estimador es admisible si no es inadmisible.
(a) Probar que los estimadores Bayes (respecto a la pérdida cuadratica) son admisibles para el
ECM, o sea, para el riesgo R(d,0) = E[(6(X) — 6)?].

(b) Consideremos el riesgo cuadratico pesado, o sea R(§,60) = E[w(0)(6(X) — #)?] con w una
funcién positiva. Sea X7, ..., X,, una muestra aleatoria con E[X;] = py VAR(X}) = 0% < o0.

i. Probar que los estimadores de la forma aX + b con a > 1 son inadmisibles respecto a
esta funcién de riesgo.

ii. Probar que los estimadores de la forma X + b con b # 0 son inadmisibles respecto a esta
funcion de riesgo.

*5. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién tal que existe E (X;) = u. Consideremos la clase de

estimadores
D= {5(X) =Y aXita €R Y o= 1}.
i=1 i=1

(a) Probar que todo 6 € D es un estimador insesgado de .

(b) Supongamos que existe V (X) = o2. Mostrar que X = arg r(sniir)ﬂ/ (0).
S

*6. (Para hacer con R) Volvemos a los estimadores James-Stein de la practica anterior. Vamos a
comparar los estimadores Bayes y EMV para g = (p1,...,1,). Para cada uno de los valores
n = 6,10, 20, 40, 80, 200 hacer lo siguiente:

(a) Generar los p, ..., 1, independientemente a partir de una distribucién N(2,4) y a partir de
esto obtener X7, ..., X, donde X;|,, ~ N(p,1).
(b) Estimar g con el método de maxima verosimilitud y con el estimador de James-Stein.

(c) Para cada estimador, obtener
1~ - )
€= n ;1 (1 — pi)”.

(d) Replicar los tultimos 3 pasos m = 1000 veces, obteniendo para cada estimador los errores
€1,...,6n. Estimar el ECM para cada uno de los dos estimadores promediando estas m
replicaciones.

(e) Graficar (en un tnico gréfico) n vs. el estimador del ECM obtenido en el item anterior para
cada metodo.

B) Consistencia y distribucion asintética

1. (a) Sea 6, un estimador de ¢(#). Probar que si ECMy (6,) — 0, entonces 9,, es débilmente
consistente.

(b) Sea Xi,...,X, una m.a. tal que Ep(X) = 6 y Vy(X) < oo. Consideremos el siguiente
estimador aleatorizado de ¢ : B
on = (1 —en) X +enn

donde €, ~ Bi(1,1/n) y es independiente de las X;. Probar que 9,, es débilmente consistente,
aunque ECMy (4,,) — oo.



2. Sea X7,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién £ (6). Probar que el EMV de 6 es
fuertemente consistente y hallar su distribucién asintotica.

3. Sea X1,..., X, una muestra aleatoria de una distribucién P ()). Consideremos §, = X y

1 1 1<
g — = S 2N T xe2
n 2+ 4+n; ¢

(a) Analizar si estos estimadores de A son fuertemente consistentes.

(b) Hallar sus distribuciones asintéticas. Decir si alguno de los dos es asintéticamente eficiente.
(Nota: E(X%) =X +67°+7\2 4+ )\)

4. Sea X1,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién U(0, ).

(a) (Para hacer con el R) Hacer histogramas para los valores 07, ..., 6} para cada n y cada uno de
los tres estimadores del ejercicio A.3 de esta préactica. ;A qué familia intuye que pertenecen
las distribuciones asintéticas de dichos estimadores?

(b) Probar que el EMV de 6 es débilmente y fuertemente consistente y hallar su distribucién
asintdtica.

(c) Probar que el estimador de momentos para 6 es fuertemente consistente y hallar su dis-
tribucién asintotica.

(d) ¢Cual de estos dos estimadores preferiria? ;Por qué?

5. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién exponencial desplazada, cuya densidad es
f(z)= 6_(90_9)][9700) (x).
(a) Probar que el EMV de 0 es débilmente y fuertemente consistente y hallar su distribucién
asintotica.

(b) Probar que el estimador de momentos para 6 es consistente y hallar su distribucién asintética.

(c) ;Cudl de estos dos estimadores preferiria? ;Por qué?

*6. Sea Xi,..., X, una m.a. de una distribucién Fy (x — €) con Fy una funcién de distribucién fija
y 0 € R. Sea §,, un estimador de 0 equivariante por traslaciones (i.e.: para cualquier constante
¢ € R se verifica que 9, (x1 +¢,...,x, +¢) =0, (21,...,2,) + C).
(a) Mostrar que 9,, — 6 tiene una distribucién que no depende de 6.
(b) Deducir que la varianza asintética de d,, (si existe) no depende de 6.
*7. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién F' con densidad f(z — u) donde f(x)
satisface: 1) f(z) = f(—x), ii) f(z) continua en = = 0.
(a) Sea Z,; = I{X; < a}. Mostrar que Z,; tiene distribucién Bi(1, F'(a)).
(b) Sea Z, = > Z,;. Mostrar que Z, tiene distribucién Bi(n, F'(a)).
(c) Probar que
P(Z, > [2] +1) < P(mediana(X:,_X,) < a) < P(Z, > [2])

(d) Mostrar que mediana(X;__X,) es un estimador débilmente consistente de p.



