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Modelizacién y Prediccion
Algunas de los métodos estadisticos mas extendidos se ocupan de la
modelizacion de datos y de la prediccién.

Muchas de estas técnicas estadisticas se encuadran en lo que hoy se
conoce como aprendizaje estadistico (AE).
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Modelizacién y Prediccion

Algunas de los métodos estadisticos mas extendidos se ocupan de la
modelizacion de datos y de la prediccién.

Muchas de estas técnicas estadisticas se encuadran en lo que hoy se
conoce como aprendizaje estadistico (AE).

El AE abarca una vasta cantidad de técnicas que ayudan a comprender
los datos cuando se analizan varias variables al mismo tiempo, ya sea
postulando modelos o encontrando relaciones entre las variables o
estructuras que ayudan a su comprension.
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Modelizacién y Prediccion

Algunas de los métodos estadisticos mas extendidos se ocupan de la
modelizacion de datos y de la prediccién.

Muchas de estas técnicas estadisticas se encuadran en lo que hoy se
conoce como aprendizaje estadistico (AE).

El AE abarca una vasta cantidad de técnicas que ayudan a comprender
los datos cuando se analizan varias variables al mismo tiempo, ya sea
postulando modelos o encontrando relaciones entre las variables o
estructuras que ayudan a su comprension.

Los métodos de AE pueden reunirse en dos grandes grupos:

e Aprendizaje Supervisado: Aqui una de las variables es identificada
como una respuesta.

e Aprendizaje No Supervisado: todas las variables cumplen un rol
analogo.
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Aprendizaje Estadistico

Algunos ejemplos de aprendizaje estadistico:
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Aprendizaje Estadistico

Algunos ejemplos de aprendizaje estadistico:

e Predecir si un paciente hospitalizado tendra un segundo infarto de
miocardio o no teniendo en cuenta mediciones clinicas, dietas y
variables demograficas.

e Predecir los precios que tendrdn en 6 meses las acciones de ciertas
compaiiias a partir de mediciones del rendimiento de las companias
y datos macroeconémicos.

e Estimar la cantidad de glucosa en sangre que tendra un individuo
diabético a partir del espectro de adsorcién infra-rojo de la sangre.

e |dentificar los factores de riesgo de cancer de préstata, usando
mediciones clinicas y variables demograficas.
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Vamos a considerar el dltimo ejemplo:
En 97 pacientes que van a ser tratados con una prostatectomia radical se
miden las siguientes variables:

e x; = lweight: log del peso de la préstata

® x, = age: edad

e x3 = lbph: log de la cantidad de hiperplasia prostatica benigna

® x; = svi: invasién seminal (si o no)

e x5 = lcp: logaritmo de la penetracién capsular

® x; = gleason: score de Gleason

e x7 = pggd6: porcentaje de scores de Gleason 4 or 5.
e xg = Ipsa: log de PSA

El objetivo es poder predecir el logaritmo del volumen del tumor
(y =lIcavol).
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Modelos de regresién

Buscamos un modelo que exprese a la variable de respuesta en
términos de las otras variables presentes (covariables).

Cuando hablamos de un modelo nos referimos a una expresion
matematica

e que sea valida aproximadamente

e que describa en alglin sentido el comportamiento de la variable
de interés en funcién de las demds variables predictoras.
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Modelos de regresién

En general, identificamos a

e la variable dependiente (o variable respuesta) con la letra y.

e las variables predictoras o covariables con la letra x.
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Modelos de regresién

En general, identificamos a

e la variable dependiente (o variable respuesta) con la letra y.

e las variables predictoras o covariables con la letra x.

El modelo pretende describir cémo varia el comportamiento de
E(y) bajo condiciones cambiantes del vector de p covariables x.
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Modelos de regresién

En general, identificamos a

e la variable dependiente (o variable respuesta) con la letra y.

e las variables predictoras o covariables con la letra x.

El modelo pretende describir cémo varia el comportamiento de
E(y) bajo condiciones cambiantes del vector de p covariables x.

En un modelo de regresién se postularia:

y =n(x1, X2, X3, .. ., Xp) +e=mn(x)+e€
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Modelos de regresién

y =n(x)+e

Las posibles funciones de regresion 7 pertenecen a una clase G tan
grande que es frecuente que se simplifique el problema suponiendo cierta
forma o ciertas propiedades de la funcién de regresién n(x).
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Modelos de regresién

y =n(x) +¢

Las posibles funciones de regresion 7 pertenecen a una clase G tan
grande que es frecuente que se simplifique el problema suponiendo cierta
forma o ciertas propiedades de la funcién de regresién n(x).

Una forma de simplificar el problema es suponer que la familia G puede
expresarse en funcién de un nimero finito de constantes desconocidas, a
estimar, llamadas parametros, que controlan el comportamiento del
modelo.

G={n(x)=g(x,0):0 € ©CR}

En este caso, la funcién g(-,0) estd completamente determinada por 0 y
por eso, diremos que el modelo de regresion es paramétrico.
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Modelos de regresién
Para simplificar, pensemos que tenemos dos covariables: x; y x.

Algunos ejemplos de modelos no paramétricos, semi-paramétricos y
paramétricos cuando hay dos covariables son
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Modelos de regresién
Para simplificar, pensemos que tenemos dos covariables: x; y x.

Algunos ejemplos de modelos no paramétricos, semi-paramétricos y
paramétricos cuando hay dos covariables son

Modelos no paramétricos

(i) y =n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua.
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Modelos de regresién
Para simplificar, pensemos que tenemos dos covariables: x; y x.

Algunos ejemplos de modelos no paramétricos, semi-paramétricos y
paramétricos cuando hay dos covariables son

Modelos no paramétricos

(i) y =n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua.

(i) y = n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua y
derivable.
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Modelos de regresién
Para simplificar, pensemos que tenemos dos covariables: x; y x.

Algunos ejemplos de modelos no paramétricos, semi-paramétricos y
paramétricos cuando hay dos covariables son

Modelos no paramétricos

(i) y =n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua.

(i) y = n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua y
derivable.

(i) ¥y = m(x1) + m2(x2) + €, con n; funciones continuas. Modelo aditivo
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Modelos de regresién
Para simplificar, pensemos que tenemos dos covariables: x; y x.

Algunos ejemplos de modelos no paramétricos, semi-paramétricos y
paramétricos cuando hay dos covariables son

Modelos no paramétricos

(i) y =n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua.

(i) y = n(x1,x2) + € donde n(x1, x2) es una funcién continua y
derivable.

(i) ¥y = m(x1) + m2(x2) + €, con n; funciones continuas. Modelo aditivo

(iv) y = n(x1,x2) + € donde n(x1,x2) es mondtona creciente en x; y Xo.
Modelo isoténico
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Modelos de regresién

Modelos semi-paramétricos

(i) y =n(6" x) + ¢ donde 1 : R — R es una funcién continua y
0 = (01,02)" es tal que ||0]| = 1. Modelo de indice simple
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Modelos de regresién

Modelos semi-paramétricos

(i) y =n(6" x) + ¢ donde 1 : R — R es una funcién continua y
0 = (01,02)" es tal que ||0]| = 1. Modelo de indice simple

(i) y =n(x1) + 02 x2 + € donde  : R — R es una funcién continua y
0> € R. Modelo parcialmente lineal
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Modelos de regresién

Modelos semi-paramétricos

(i) y =n(6" x) + ¢ donde 1 : R — R es una funcién continua y
0 = (01,02)" es tal que ||0]| = 1. Modelo de indice simple

(i) y =n(x1) + 02 x2 + € donde  : R — R es una funcién continua y
0> € R. Modelo parcialmente lineal

(ili) y =61+ x2 n(x1) + ¢, donde 1 : R — R es una funcién continua y
0, € R. Modelo de coeficientes variables
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Modelos de regresién

Modelos paramétricos

() y=a+pxa+yx+e
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Modelos de regresién

Modelos paramétricos

(i) y

a+ Bx1+yxe+¢€

(i) y = alog(x1) + Blog(x) +vx3 + & sen(x) + ¢
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Modelos de regresién

Modelos paramétricos

() y=a+Bxx+yvx+e
(i) y = alog(xi) + Blog(x2) + v x + 8 sen(x2) + ¢

(i) y = ax’x¢ +¢
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Modelos de regresién

Modelos paramétricos

(i) y=a+pBatyxe+e
(i) y = alog(xi) + Blog(x2) + v x + 8 sen(x2) + ¢
(i) y = ax’x¢ +¢

(iv) y = e +yed +¢
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Modelo Lineal

Uno de los modelos mas sencillos es el modelo lineal, en el que los
pardmetros intervienen como simples coeficientes de las variables
independientes o de funciones de éstas.
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Modelo Lineal

Uno de los modelos mas sencillos es el modelo lineal, en el que los
pardmetros intervienen como simples coeficientes de las variables
independientes o de funciones de éstas.

Es el caso de:

() y=a+pBx1+yx+e¢

(i) y = alog(x1) + Blog(x2) + v x3 + dsin(x) + ¢
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Modelo Lineal

Uno de los modelos mas sencillos es el modelo lineal, en el que los
pardmetros intervienen como simples coeficientes de las variables
independientes o de funciones de éstas.

Es el caso de:

() y=a+pBx1+yx+e¢

(i) y = alog(x1) + Blog(x2) + v x3 + dsin(x) + ¢

Un modelo se dird un modelo de regresion lineal, si es lineal en los
pardametros, o sea, si

g(x7301 + b02) = ag(x701) + bg(X,Gz)
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Modelo Lineal

En los casos

() y=a+pxa+yx2+e

(i) y = alog(x1) + Blog(x2) + v x3 + dsin(x) + ¢

el modelo es lineal en los parametros.
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Modelo Lineal

En los casos

() y=a+pBxx+ye+e

(i) y = alog(x1) + Blog(xz) + v x5 + dsin(x) + ¢
el modelo es lineal en los parametros.

No es el caso, por ejemplo, del modelo

g(X’a7/B):aeﬁX’

conocido como crecimiento exponencial, ya que no es lineal en el
pardmetro .
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Modelo Lineal

Algunos ejemplos sencillos de modelos lineales dependientes de una
sola variable son:

g(x,0) = a+pBx 0
g(x,0) = a4+ Bx+yx° 0
g(x,0) = a+ Blog(x) 0

(o, B)F
(v, B,7)"
(o, B)F
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Modelo Lineal

En general, en un modelo lineal tendremos que la i—ésima respuesta y;
estd asociada a un vector de covariables x; = (x;1, . .. ,x,-p)T de la
siguiente forma

Yi :Hlxil+"'+Hprp+€f-

es decir
g(xi,0) = O1xi1 + - + Opxip = 0" x;

siendo 87 = (0y,...,0,).
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Modelo Lineal

En general, en un modelo lineal tendremos que la i—ésima respuesta y;
estd asociada a un vector de covariables x; = (x;1, . .. ,x,-p)T de la
siguiente forma

Yi=01xi1+ -+ Opxip + €.

es decir
g(xi,0) = O1xi1 + -+ + Opxip = 07 x;

siendo 87 = (0y,...,0,).

e Eventualmente, las covariables podrian ser funciones de otras
variables, tal como ocurre en el caso ii).

e Cuando x;; = 1 para todo /, decimos que el modelo tiene intercept
u ordenada al origen.
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Hipdtesis del modelo

Consideremos una muesta (y;, ;) con x; = (Xj1,...,Xip)",
1 <i < n que cumplen el modelo lineal

Vi =01x1 + 4 Opxip + € = 0" x; + €.

Supondremos xj;, 1 < j < p son deterministicas, es decir, no son
variables aleatorias.
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Hipdtesis del modelo

Consideremos una muesta (y;, ;) con x; = (Xj1,...,Xip)",
1 <i < n que cumplen el modelo lineal

Vi =01x1 + 4 Opxip + € = 0" x; + €.

Supondremos xj;, 1 < j < p son deterministicas, es decir, no son
variables aleatorias.

01,...,0p son los p pardmetros desconocidos a estimar.
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Hipdtesis del modelo

Las hipdtesis que usaremos son

H1 E(ej) =0,paral<i<n
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Hipdtesis del modelo

Las hipdtesis que usaremos son
H1 E(ej) =0,paral<i<n
H2 VAR(e;) =02 paral<i<n

Cov(ej,e) =0, paral<i#/¢<n
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Hipdtesis del modelo
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Las hipdtesis que usaremos son

H1 E(e;) =0, paral <i
H2 VAR(e;) =02 paral<i<n

Cov(ej,e) =0, paral<i#/¢<n

H3 e1,...,€, son ii.d. N(0,0?)
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Enfoque matricial
Queremos escribir el modelo

i =01xi1 + -+ Opxip + € = 0% + ¢

en forma matricial.
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Enfoque matricial

Queremos escribir el modelo
y,-:91x,-1—|—'--+¢9px,-p+e,-:OTx,-—i-e,-.

en forma matricial. Sean
T
i X1 €1

T
Yn X, €n
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La matriz X € R"*P recibe el nombre de matriz de regresion o de
disefio.

En general, se elige de tal forma que tenga rango maximo, es decir,
rango(X) = p.
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La matriz X € R"*P recibe el nombre de matriz de regresion o de
disefio.

En general, se elige de tal forma que tenga rango maximo, es decir,
rango(X) = p.

Sin embargo esto no siempre es posible, como en el caso de
algunos disefios tratados en andlisis de la varianza (ANOVA).

Trataremos sélo el caso de rango completo.
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0O00e00000

La matriz X € R"*P recibe el nombre de matriz de regresion o de
diseno.

En general, se elige de tal forma que tenga rango maximo, es decir,
rango(X) = p.

Sin embargo esto no siempre es posible, como en el caso de
algunos disefios tratados en andlisis de la varianza (ANOVA).

Trataremos sélo el caso de rango completo.

La teoria que veremos no necesita que la primera columna sea de
1's, es decir que el modelo tenga ordenada al origen, por lo tanto
estudiaremos el caso general.
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Algunos ejemplos: Modelo de regresion simple

00000

En el caso mas sencillo de regresién simple, tendriamos

yi=01+6bxi+¢ 1<i<n
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Modelo de regresion a través del origen

Es un modelo de regresién simple donde se supone que la ordenada
al origen es 0

yi=bixi+e 1<i<n

X1
X2

Xn
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Modelo de posicién



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacion EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000080 000 00000 000000000000 00000

Modelo de 2 muestras

yin=pi+er 1<i<m

YYo=t +en 1<i<nm

—= =
o O

o =

M2
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Modelo de regresién cuadratica

Yi=01+02x+03x* +¢; 1<i<n
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Definiciones
e Sea V = (Vj;) una matriz de variables aleatorias, se define

EV = (EVj)

e Sean x € RP, y € R9 dos vectores aleatorios, se define la
matriz de covarianzas de x e y como

Ty = Cov(x,y) = (Cov(xe ¥s))i<i<pi<s<q
= E(xy") —E(x)E(y)".

e Dado x € RP, definimos la matriz de covarianza de x como

>, = Cov(x,x)



Definiciones
000000

Definiciones
Sea V = (V};) una matriz de variables aleatorias, se define

EV = (EVj)

Sean x € RP, y € R? dos vectores aleatorios, se define la
matriz de covarianzas de x e y como

Ty = Cov(x,y) = (Cov(xe ¥s))i<i<pi<s<q
= E(xy") —E(x)E(y)".

Dado x € RP, definimos la matriz de covarianza de x como
¥, = Cov(x,x) = E(xx")—E(x) E(x)" = (CoV (x¢, Xs)) 1<e<,
1<s<p

Escribiremos VAR(x) = X
3, es una matriz simétrica definida no—negativa.
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Propiedades

Sean V = (V}j) € R‘*M una matriz de variables aleatorias, x € RP
e y € R9 dos vectores aleatorios

e E(AVB + C) = AE(V)B +C, con A ¢ Rs*f, Bc R™*k y
C € R**¥ matrices fijas.

¢ Si x e y son independientes, entonces Cov (x,y) = 0.

e Cov(Ax,By)=ACov(x,y) B, siendo A € R**P y
B € Rf*9 matrices fijas.

e VAR(Ax +d) = AVAR(x) AT siendo A € R**P una matriz
fijay d € R® un vector fijo.
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Propiedades

Lema 1. Sea x un vector aleatorio n—dimensional y sea
A € R™" una matriz simétrica.

Si E(x) = p y su matriz de covarianza es X, entonces

E(x"Ax) = tr(AX) + 1 A
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Hipdtesis del modelo

En el caso del modelo €,la hipdtesis H1 se escribe

E(e) =0

Por otra parte, H2 puede escribirse como

Te = E(ee’) = o2
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El modelo lineal

El modelo lineal puede entonces escribirse como:

Q:y=X0+€¢ con E(e=0 Te =02l
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El modelo lineal

El modelo lineal puede entonces escribirse como:
Q:y=X0+€¢ con E(e=0 Te =02l

o equivalentemente
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El modelo lineal: Interpretacién

Supondremos que n > p,

X= : = (x(l), . ,x(p))

Sea V el subespacio de R" generado por las columnas de X.

dim(V) = rango(X)
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El modelo lineal: Interpretacién

Supondremos que n > p,

X= : = (x(l), . ,x(p))

Sea V el subespacio de R" generado por las columnas de X.
dim(V) = rango(X)

La hipédtesis H1 dice que

P
E(y)=X0=Y 0x) ey
j=1
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El modelo lineal: Interpretacién

Supondremos que n > p,

X= : = (x(l), . ,x(p))

Sea V el subespacio de R" generado por las columnas de X.
dim(V) = rango(X)

La hipédtesis H1 dice que

P
E(y)=X0=Y 0x) ey
j=1

Luego, H1 es equivalente a decir que E(y) € V
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El modelo lineal: Interpretacién
H1 es equivalente a decir que E(y) € V
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El modelo lineal: Interpretacién
H1 es equivalente a decir que E(y) € V

e SixM, ... x(P) son linealmente independientes o sea, si
dim(V ) ango( ) = p, existe un dnico O tal que

E(y)
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El modelo lineal: Interpretacién
H1 es equivalente a decir que E(y) € V

e SixM, ... x(P) son linealmente independientes o sea, si
dim(V) = rango(X) = p, existe un tnico 0 tal que
E(y) = X6.

e Sidim(V) = q < p, 8 no esta determinado aunque E(y) si lo
estd. En este caso, tenemos dos opciones
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El modelo lineal: Interpretacién
H1 es equivalente a decir que E(y) € V

e Six(M ... x(P) son linealmente independientes o sea, si
dim(V) = rango(X) = p, existe un tnico 0 tal que
E(y) = X6.

e Sidim(V) = q < p, 8 no esta determinado aunque E(y) si lo
estd. En este caso, tenemos dos opciones
e Sidim(V) =qyxU) ... xUs) generan V, tenemos que

q
=3 G )
s=1

y el vector 6 = (6y,..., gq)T estd bien determinado.



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A

00000 0000 000000e 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

El modelo lineal: Interpretacién
H1 es equivalente a decir que E(y) € V

e Six(M ... x(P) son linealmente independientes o sea, si
dim(V) = rango(X) = p, existe un tnico 0 tal que
E(y) = X6.

e Sidim(V) = q < p, 8 no esta determinado aunque E(y) si lo
estd. En este caso, tenemos dos opciones
e Sidim(V) =qyxU) ... xUs) generan V, tenemos que

q
=3 G )
s=1

y el vector @ = (01,...,0,)" estd bien determinado.
e La otra opcidn es imponer restricciones lineales a @ mediante

AO =0

con A una matriz elegida para que el vector quede
univocamente determinado.
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i Como estimamos los parametros?

Minimos Cuadrados

Si los puntos en un grafico parecen seguir una recta como en la
figura anterior, el problema es elegir la recta que mejor ajusta los
puntos.
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i Como estimamos los parametros?

Minimos Cuadrados

Si los puntos en un grafico parecen seguir una recta como en la
figura anterior, el problema es elegir la recta que mejor ajusta los
puntos.

Tendremos en cuenta:

a) tomar una distancia promedio de la recta a todos los puntos
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i Como estimamos los parametros?

Minimos Cuadrados

Si los puntos en un grafico parecen seguir una recta como en la
figura anterior, el problema es elegir la recta que mejor ajusta los
puntos.

Tendremos en cuenta:

a) tomar una distancia promedio de la recta a todos los puntos

b) mover la recta hasta que esta distancia promedio sea la menor
posible.
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i Como estimamos los parametros?

Minimos Cuadrados

Si los puntos en un grafico parecen seguir una recta como en la
figura anterior, el problema es elegir la recta que mejor ajusta los
puntos.

Tendremos en cuenta:

a) tomar una distancia promedio de la recta a todos los puntos

b) mover la recta hasta que esta distancia promedio sea la menor
posible.

Si tenemos (x;,y;), 1 <i < n, y queremos predecir y a partir de x
usando una recta, podriamos definir el error cometido en cada
punto como la distancia vertical del punto a la recta.
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Repaso: Minimos Cuadrados

Supongamos que tenemos un modelo que depende de p
pardmetros. Sean (x;, y;) tales que

Vi :g(X;,Ql.‘.«gp)—i-E,'
donde
e E(g;) =0, VAR(g;) = o2, COV(5i75j) =0
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Repaso: Minimos Cuadrados

Supongamos que tenemos un modelo que depende de p
pardmetros. Sean (x;, y;) tales que

yi = g(xi,01...0p) +¢;
donde
e E(g;) =0, VAR(g;) = o2, COV(5I75j) =0

La funcién g es conocida salvo por los pardmetros 61 ...0,.

Estimamos 0; ... 6, minimizando la suma de cuadrados residual
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Repaso: Minimos Cuadrados

Supongamos que tenemos un modelo que depende de p
pardmetros. Sean (x;, y;) tales que

yi=g(xi,01...0,)+¢i
donde
e E(¢;) =0, VAR(g;) = 02, Cov(ej,gj) =0
La funcién g es conocida salvo por los pardmetros 61 ...0,.

Estimamos 0; ... 6, minimizando la suma de cuadrados residual

~

El EMC 6 = (61,...,0,) cumple

n

0 — argmin Z {yi —g(xj,b1..., bp)}2
beRP i—1
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Repaso: Minimos Cuadrados

En el caso de la regresién simple en el cual g(x, 61,02) = 61 + 62 x,

0 = argmin — Z lyi — (b1 + bzX:)]

beR?

Esta suma se llama la suma de cuadrados residual para la recta

La recta resultante recta de cuadrados minimos.
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Caso Modelo Lineal
Dado el vector b € RP, el vector de residuos es

r(b)=y — Xb.

El estimador de minimos cuadrados de 0 ... 0, minimiza

n

> (i = bixin — = bpxip)? = [ly — Xbl %,
i=1

n
donde |[ul|? = u"u = Z u?.

i=1
Llamemos

S(b) = [lr(b)||* = [ly — Xb||*> = (y — Xb)"(y — Xb)
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Caso Modelo Lineal

El estimador de minimos cuadrados de 6, es un conjunto de
funciones de vy,

~ ~ ~ ~

01 =01(y), 02="02(y),... Bp=0,(y)

que minimiza S(b).

S§(6) = argmin S(b)
beRP
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Caso Modelo Lineal

El estimador de minimos cuadrados de 6, es un conjunto de
funciones de vy,

o~

01=01(y), 02="0a2(y),... 0p=0,(y)
que minimiza S(b).

~

S§(6) = argmin S(b)
beRP

Veremos que el EMC siempre existe, aunque no siempre es tnico.
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Caso de errores normales

Bajo H3, o sea si € ~ N(0,5?l) se tiene que
o 0 esel EMV de 0 siy sdlo si
S(6) = argmin S(b)
beRP

e EI EMV de 02 es

5% = 15(5)

>
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Ecuaciones Normales

0 minimiza S(b), por lo tanto, derivando e igualando a 0
obtenemos las ecuaciones normales.

Los estimadores de minimos cuadrados 1, ..., 0, cumplen:

aS(b 4 P
8t(>k)‘b§:_2z yi_zxijbj Xikbzézo




Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

Ecuaciones Normales

0 minimiza S(b), por lo tanto, derivando e igualando a 0
obtenemos las ecuaciones normales.

Los estimadores de minimos cuadrados 51, . ,67,3 cumplen:
dS(b) 4 P
— .=-2 ; — ibi | xik| ~=0
Dby ‘b:f) ; Vi jz_;x" ) R

Por lo tanto, paral < k< p

n n p
E YiXik = E § XijXik0;
i—1

i=1 j=1



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A
00000 0000 0000000 0000000 @00000000000000 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

Ecuaciones Normales

0 minimiza S(b), por lo tanto, derivando e igualando a 0
obtenemos las ecuaciones normales.

Los estimadores de minimos cuadrados 51, . ,67,3 cumplen:
dS(b) 4 P
=\ =9 . b .
Dby ‘b:f) Z; Yi jz_;x’f i |k

Por lo tanto, paral < k< p

n
ZYiXik = Z Z xixik0;
i=1

i=1 j=1

reordenando la suma

3
3>
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Ecuaciones Normales

Como

p n

Z}/ixik = Z@-Zx;jx,-k 1<k<p
i=1 j=1 i=

1
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Ecuaciones Normales

Como

p n

n
Z}/ixik = Zﬁj xijxik 1<k<p
i=1 j=1 i=1

El estimador de minimos cuadrados cumple estas p ecuaciones, entonces

XTX8 = X"y,

que se conocen como ecuaciones normales.
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Ecuaciones Normales

Como

El estimador de minimos cuadrados cumple estas p ecuaciones, entonces
XTxo = X'y,

que se conocen como ecuaciones normales.

Si rango(X) = p, XTX es no singular, la solucién es tnica y resulta

0 = (X"X) "' XTy.
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Ejemplo
En el caso de regresién simple tendriamos
1 X1
1 X2
1 1 1 ... 1
XTX = .
X1 X2 X3 ... Xp
1 x,
n
n E X
Ty _ i—1
XX = n 7
D% DX
i=1 i=1
El sistema seria
n n
n g Xj ~ g Yi
i=1 01\ _ i=1
n n - n
2 0>
g Xi E Xi E XiYi
. =

1

Gauss-Markov Consist. y D.A
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Ejemplo

La inversa resulta

1 ZX 7ZX,'
nz | X2 — n?x? ZXI )

(XTX)™

y ademas
n
>y
i=1
n
S
i=1

XTy =

y por lo tanto

(/9\1 1 ZYI ZX _(ZXI)ZXIYI
b n
SR D SRS 91510 9%

- T—1 1 T—1

)
I
|
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Entonces

v — X 0»
y por otro lado

w7 > ) —7)
) i=1 i=1
2 — n - n
Zx,2 — nx? Z(x,- —X)?
i=1 i=1
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Interpretacion Geométrica del EMC

Nuestro modelo plantea

Luego, si

Tenemos
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Interpretacion Geométrica del EMC

S(0) = |ly — X8|? = mi _ XblI2 = mi _ L2
(B) = Ily ~ X8I = min ly — Xb|[> = min |y — |



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.
00000 0000

0000000 0000000 0000000000000 0
000000 000000000

00000 0000000 0000
000 0@000

000000000000 00000

Interpretacion Geométrica del EMC
5(8) = lly —X8|* = min |ly — Xb||* = min |y — ||
beRP zeV

Es decir, que ~
n = X0

es la proyeccién ortogonal de y sobre V.
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Interpretacion Geométrica del EMC
5(8) = lly —X8|* = min |ly — Xb||* = min |y — ||
beRP zeV

Es decir, que ~
n = X0

es la proyeccidén ortogonal de y sobre V.

(length)” = min & = %,
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Interpretacion Geométrica del EMC
Por lo tanto, para todo z € V

Z'(y—-n)=0
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Interpretacion Geométrica del EMC
Por lo tanto, para todo z € V

Z'(y—-n)=0
en particular,

(y-a)"x"=0 1<j<p & X'(y-n)=0
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Interpretacion Geométrica del EMC
Por lo tanto, para todo z € V

2'(y-n)=0
en particular,
(y-a)"xY =0 1<j<p « X'(y—n)=0

En términos de las ecuaciones normales tenemos que:
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Interpretacion Geométrica del EMC
Por lo tanto, para todo z € V

2'(y-n)=0
en particular,
(y-a)"xV =0 1<j<p & X'(y-5)=0

En términos de las ecuaciones normales tenemos que:

X'n = X'y

X™X0 = XTy
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Interpretacion Geométrica del EMC

Es decir, tenemos que
Proposicion 1.

e El EMC de 0 existe y es cualquier solucién de

7= X0
o 6 es EMC si y sélo si
XTX0 = X"y

e EI EMC es dnico si rango(X) = p. Si rango(X) = p

6= (X"™X) " X"y
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Interpretacion Geométrica del EMC

Proposicion 2.

e El valor minimo de S(b) es igual a

S(6) = |yl - X8| = y"y — y*™X8

e Sirango(X)=p

S() = y"y —y"™X (X™X) ' X"y
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De ahora en mas rango(X) = p

Por lo tanto,

0 = (XTX)"xTy
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De ahora en mas rango(X) = p

Por lo tanto,
= (XTX)"IX'y

D)

de donde
= X(XTX)"!XTy = Py

)
I
x
)
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De ahora en mas rango(X) = p

Por lo tanto,

de donde

Observemos que
y=1=X8

corresponde al valor predicho de y.
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rango(X) = p

El vector de residuos se escribe como

~

@) = y—y=y—X0
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rango(X) = p

El vector de residuos se escribe como

r@) = y-y=y-—Xo
y — X(XTX)"1XTy
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rango(X) = p

El vector de residuos se escribe como
(0 = y-y=y—X0
= y— X(X"X)"'X"y
= y—-Py=(1-P)y

donde
P = X(XTX)fle c Rnxn
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Propiedades de P

P = X(XTX)~!XT € R™" es la matriz de proyeccién sobre el espacio
generado por las columnas de X.
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Propiedades de P
P = X(XTX)~!XT € R™" es la matriz de proyeccién sobre el espacio
generado por las columnas de X.

Suele llamarse a esta matriz P por ser de proyecciéon P o H de hat matrix.

P es una matriz simétrica e idempotente, es decir:

P=P"=P?

y D.A
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Propiedades de P

P = X(XTX)~!XT € R™" es la matriz de proyeccién sobre el espacio
generado por las columnas de X.

Suele llamarse a esta matriz P por ser de proyecciéon P o H de hat matrix.

P es una matriz simétrica e idempotente, es decir:
P=P"=P?

Luego, | — P también es simétrica es idempotente, es decir también es
una matriz de proyeccién y proyecta sobre el ortogonal de V.

y D.A
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Propiedades de P

P = X(XTX)~!XT € R™" es la matriz de proyeccién sobre el espacio
generado por las columnas de X.

Suele llamarse a esta matriz P por ser de proyecciéon P o H de hat matrix.

P es una matriz simétrica e idempotente, es decir:

P=P"=P?
Luego, | — P también es simétrica es idempotente, es decir también es
una matriz de proyeccién y proyecta sobre el ortogonal de V.

Lema 2.

i) Pyl — P son simétricas e idempotentes
i) rango(P)=tr(P)=p
rango(l - P) =tr(l—-P)=n—p
i) I1-P)X=0
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Suma de Cuadrados

Tenemos que
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Suma de Cuadrados

Tenemos que

n

Y i—v) = ly—Pyl?

i=1
Notemos que obtenemos el Teorema de Pitdgoras. En efecto,

ly = 3II* = llylI> = 11917 = lIyll* = [Pyl
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Suma de Cuadrados

Tenemos que

n

Y i—v) = ly—Pyl?

i=1
Notemos que obtenemos el Teorema de Pitdgoras. En efecto,

ly =31 = llyll> = Il = lIyll* - [IPy[?

Por lo tanto,
Iyl? = lly = ¥I> + [Iy]]?
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Propiedades del Estimador de Minimos Cuadrados

Usando la notacién matricial escribimos el modelo como
Q: y = XO+e€

E(e) = 0
Te =

SeaacRPyp=all.
Como rango(X) = p, definimos el EMC de ¢ como

5 — aTp
p=ad
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Estimacién de o?: rango(X) = p

Veremos que las varianzas de los estimadores dependen del disefio y o2,
que es desconocida.
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Estimacién de o?: rango(X) = p
Veremos que las varianzas de los estimadores dependen del disefio y o2,
que es desconocida.

Dado que 02 = E(¢?), parece natural estimarla mediante el promedio de
los cuadrados de los residuos Y7, (yi — ¥i)>.
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Estimacién de o?: rango(X) = p

Veremos que las varianzas de los estimadores dependen del disefio y o2,
que es desconocida.

Dado que 02 = E(¢?), parece natural estimarla mediante el promedio de
los cuadrados de los residuos Y7, (yi — ¥i)>.

El vector de residuos es

r=r(@)=y-y=y- Py,

Como Y7 . (vi — ¥i)? = |ly — Py||?, podemos estimar a o2 por

2 Iy=y* _ly=Pyl? _y"(1-P)y _ S(6)

n—p n—p n—p n—p
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Propiedades
Proposicién 3. Supongamos que rango(X) = p.

e Sise cumple H1, 0 es un estimador insesgado de Oy p = a”0 es un
estimador insesgado de ¢ = a#@.

e Sise cumplen H1 y H2,

es un estimador insesgado de o2.

e Sise cumplen H1 y H2,

¥, = VAR(O) = 02 (XTX) !

)

= VAR(p) = 0?a"(X"™X)'a

Q
€)™
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Propiedades

Proposicién 3 (continuacién).

e Sise cumplen H1 y H2,
T, = VAr() = o* (X'X)

a% = VAR(P) = 0?a’(XTX)'a
Ademds, podemos obtener estimadores insesgados de Zé y de O’%
como
T, = Var(d) = s* (XTX)

&% =s?a’(X"™X)'a
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Propiedades

Sea

® vi,...,Vp € R" una base ortonormal de V
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Propiedades

Sea

® vi,...,Vp € R" una base ortonormal de V
® Vpi1,...,V, € R” tales que {vi,...,v,} es b.o. de R”

e Definamos B = (vi,...,vp) z=Bly.
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Propiedades

Luego,

i S(b\) = Z;’:p—‘,—l Zi2

00000 0000000

000000000000

Gauss-Markov Consist. y D.A.

0000
00000
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Propiedades

Luego,

® S(b\) = Z?:p—‘,—l Zi2

e E(z)=v=(1,---,7,0,...,0)" con ’yj:van.
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Propiedades

Luego,

i 8(0) = Z?:p—‘,—l Zi2
° E(z)=~v=(71,---,7%,0,...,0)" con v; = vjn.

e VAR(z) = 72l
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Propiedades

Luego,

i 8(0) = er":p—‘,—l Zi2
° E(z)=~v=(71,---,7%,0,...,0)" con v; = vjn.
e VAR(z) = 72l

e BajoH3,z~ N (7,a2|), con lo cual
® 7. ...,z, son independientes y

e z;~ N(0,0%)si j>p+1.
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Errores Normales

Si los errores ademas de ser independientes con media 0 y varianza o2,

son normales, es decir
e~ N(0,0%)i=1,...,n
el modelo Q puede formularse de la siguiente forma:
Q :  y~ N(X8,0%)

Vimos que el estimador de maxima verosimilitud de @ coincide con el de
minimos cuadrados.
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Propiedad de EMC

En el caso de rango completo, es decir cuando rg(X) = p, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 1. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP. Entonces,

i) Bajo2H3, 0 y s2 son estadisticos suficientes y completos para
(8,07).

Por lo tanto, 8, 3 = aT8 y s2 son estimadores IMVU para 6,
@ =a"0y o2, respectivamente.



EMC EMC: P

iedades  Caso normal G
o] Q.OOO O

Propiedad de EMC

En el caso de rango completo, es decir cuando rg(X) = p, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema 1. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP. Entonces,

i) Bajo2H3, 0 y s2 son estadisticos suficientes y completos para
(8,07).

Por lo tanto, 8, 3 = aT8 y s2 son estimadores IMVU para 6,
@ =a"0y o2, respectivamente.

i) Bajo Hly H2, » = a8 es el estimador insesgado de menor varianza
entre todos los estimadores lineales e insesgados de ¢, o sea,

VAR($) = min VAR(P).
pec

donde C={p =cTy, ceR" conE(Q) = ¢}
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Propiedad de EMC

Teorema 2. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) 8~ N(8,02(XTX)™1)
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Propiedad de EMC

Teorema 2. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) 8~ N(8,02(XTX)™1)

(-0 X"X)0-6)

i)

g
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Propiedad de EMC

Teorema 2. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) 8~ N(8,02(XTX)™1)

(-0 X"X)0-6)

i)

g

L (n=p)s® o,
iii) " Xn—p
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Propiedad de EMC

Teorema 2. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) 8~ N(8,02(XTX)™1)

(-0 X"X)0-6)

i)

g

2
n—p)s
”|) % ~ Xifp

iv) 0 y s2 son independientes

(6 —6)T(XTX)(6 — 6)
p s?

v)

~ Jp,n—p
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Propiedad de EMC

Teorema 3. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) @ =a"0 es un estimador IMVU para ¢ = a’6

i) VAR(p) = 0%a"(X"X)a =03
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Propiedad de EMC

Teorema 3. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,
i) @ =a"0 es un estimador IMVU para ¢ = a’6

i) VAR(p) = 0%a"(X"X)a =03

i) @~ N(p,02a™(XTX)"ta) = N(p,c2)
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Propiedad de EMC

Teorema 3. Supongamos que rango(X) = p, 0 € RP y vale H3.
Entonces,

i) ¢= a”0 es un estimador IMVU para p=a'0

i) VAR(p) = 0%a"(X"X)a =03

iii) @~ N(p, 0%’ (X"X) "a) = N(p,03)

iv) Sea 63 = s”a’(X"X) 'a entonces

= ~ Jn—p
9%
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Propiedad de EMC
Teorema 4. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Sea A € R¥*P con rango(A) = k < p y definamos
Y=A0 P =A0
Entonces,

i) % es un estimador IMVU para 1)
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Propiedad de EMC
Teorema 4. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Sea A € R¥*P con rango(A) = k < p y definamos
Y=A0 P =A0
Entonces,

i) % es un estimador IMVU para 1)

i) VAR() = o2AT(XTX) 1A = I;
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Propiedad de EMC

Teorema 4. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Sea A € R¥*P con rango(A) = k < p y definamos
Y=A0 P =A0

Entonces,

i) % es un estimador IMVU para 1)
i) VAR() = o2AT(XTX) 1A = I;

iil) % ~ N (, c2AT(XTX)"1A) = N (¢, ):1;)
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Propiedad de EMC
Teorema 4. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Sea A € R¥*P con rango(A) = k < p y definamos
Y=A0 P =A0
Entonces,

i) % es un estimador IMVU para 1)
i) VAR() = o2AT(XTX) 1A = I;
i) o ~ N (1, 02AT(XTX)IA) = N (1/;, ):1;)

= s2 AT(XTX)~1A entonces

(@-9)" T, (%)
k

~ Fk,n—p
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p=A0 Pp=A0

68
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Test y Regiones de Confianza
Sea A € R*P con rango(A) =k <py
Pp=A0 1 =A0
Del Teorema 4 deducimos

Corolario 1. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Entonces,

i) Una regién de confianza de nivel 1 — « para ¢ = A6 es

(PR (@ —9) T5 (&) <k finpal
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Test y Regiones de Confianza
Sea A € R*P con rango(A) =k <py

p=~A0 ¢ =A0
Del Teorema 4 deducimos

Corolario 1. Supongamos que rango(X) = p, 8 € RP y vale H3.
Entonces,

i) Una regién de confianza de nivel 1 — « para ¢ = A6 es
~ ~—1 ~
{’lﬂ € Rk : (’lp - 1/’)T zr(z;\ (ﬂ’ - ",b) S k fk,n—p,(x}

ii) Un test de hipdtesis para Hy : ¥ = 1), versus Hy : ¢ # 1), estd

dado por
st (b —b0)" £ (% — o) > k fen—pa
= ) R
0 @) £y (P v0) < kfnpa



Introduccién  Modelo Lineal
00000

Definiciones Estimacién  EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.
0000 0000000 0000000 0000000000000 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 0®0000000000 00000
Test e Intervalos de Confianza
En particular, sia e RP y

S{):

a'o

>)
Il

)
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Test e Intervalos de Confianza
En particular, sia € RP y

p=a'6 o= a’o
Del Teorema 3 (o del Corolario 1) deducimos

Corolario 2. Supongamos que rango(X) = p, @ € RP y vale H3. Sea
52 = s*a"(XTX)"'a Entonces,

i) Un intervalo de confianza de nivel 1 — a para ¢ = a’0 es

[P = tap.g 031 P+ tap.g Tg)
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Test e Intervalos de Confianza
En particular, sia € RP y
p=a'6 p=a'0
Del Teorema 3 (o del Corolario 1) deducimos

Corolario 2. Supongamos que rango(X) = p, @ € RP y vale H3. Sea
52 = s*a"(XTX)"'a Entonces,

i) Un intervalo de confianza de nivel 1 — a para ¢ = a’0 es

[P = tap.g 031 P+ tap.g Tg)

ii) Un test de hipdtesis para Hy : ¢ = g versus Hy : ¢ # g estd dado

T
P(y) = 5.7
0 M < tnfp,%

0%
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Test e Intervalos de Confianza para 6;

Estos resultados nos permiten deducir intervalos de confianza o tests para
cada uno de los coeficientes del modelo lineal:

Como 8 ~ N,(8,0%(XTX)™1), entonces
0; = el ~ N(6;, 0% (XTX)e))

Si llamamos }:é = o2D

~

9,‘ ~ /\/(9,‘7 O'2d,',')

siendo d;; el i-ésimo elemento diagonal de D.



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 O00®00000000 00000

Test e Intervalos de Confianza para 6;
Si para un i fijo quisiéramos testear

Ho:@,':O VS. H1:0,~7é0

tenemos que bajo Hy

o~

0;
S d,','

~ thp

Por lo tanto, rechazaremos Hp con nivel « si

—~
i

—| > th_p o
S d,',' n=P2
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Icavol; = 0y + 01 age; + 0, Ipsa; + <;

salida.2< —Im(Icavol ~age+Ipsa)
summary(salida.2)
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Icavol; = 6y + 01 age; + 0, Ipsa; + ¢

salida.2< —Im(Icavol ~age+Ipsa)
summary(salida.2)

Call:
Im(formula = Icavol ~age + Ipsa) Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.23487 -0.62467 0.02114 0.54422 1.71757

Coefficients:
Estimate Std. Error tvalue Pr(> |t])

(Intercept) -1.50978  0.70670 -2.136  0.0352 *
age 0.01637  0.01112 1.473  0.1442
Ipsa 0.73201  0.07170 10.210 <2e-16  ***

Residual standard error: 0.7992 on 94 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5498, Adjusted R-squared: 0.5402
F-statistic: 57.4 on 2 and 94 DF, p-value: < 2.2e-16
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Ejemplo

Vamos a reproducir el cdlculo del estadistico F reportado en el
summary en el que se testea la significacion de la regresidn, o sea

o ()= (o)
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odelo Lineal Definiciones Estimacion EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-

000000800000

Ejemplo

Vamos a reproducir el cdlculo del estadistico F reportado en el
summary en el que se testea la significacion de la regresidn, o sea

o ()= (o)

El vector reducido (es decir sin la primera componente)
0* = (01,02)" es el resultado de multiplicar a @ = (6, 01,62)" por
la matriz

arkov Consist. y D.A
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Ejemplo

Usando las propiedades de vectores aleatorios y de la distribucién
normal tenemos que

a3 §1~ 2 Ty\~1 AT
=7 Ny (67,07 A (X"X) " AT)
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Ejemplo

Usando las propiedades de vectores aleatorios y de la distribucién
normal tenemos que

a3 é\1N 2 Ty\~1 AT
=7 Ny (67,07 A (X"X) " AT)

que se puede estimar mediante los siguientes comandos
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Ejemplo
tita.est < — salida.2%coefficients

ese< — summary(salida.2)$sigma

XtX = t(model.matrix(salida.2))%*%model.matrix(salida.2)
XtX.inv = solve(XtX)
XtX.inv
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tita.est < — salida.2%coefficients
ese< — summary(salida.2)$sigma

XtX = t(model.matrix(salida.2))%*%model.matrix(salida.2)
XtX.inv = solve(XtX)

XtX.inv
(Intercept) age Ipsa
(Intercept)  0.781970977 -0.0118329283 -0.0064316618
age -0.011832928  0.0001934906 -0.0002116456

Ipsa -0.006431662 -0.0002116456  0.0080490331
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tita.est < — salida.2%coefficients
ese< — summary(salida.2)$sigma

XtX = t(model.matrix(salida.2))%*%model.matrix(salida.2)
XtX.inv = solve(XtX)

XtX.inv
(Intercept) age Ipsa
(Intercept)  0.781970977 -0.0118329283 -0.0064316618
age -0.011832928  0.0001934906 -0.0002116456
Ipsa -0.006431662 -0.0002116456  0.0080490331

A< —matrix(rep(0,6),ncol = 3,nrow = 2)
A[L,2]=A[2,3]=1
A

(1] [2] [3]
1] 0o 1 0
2] 0o o0 1
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Ejemplo

~%
# Calculemos 6

theta.star=A%*%tita.est
theta.star
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~%
# Calculemos 6

theta.star=A%*%tita.est
theta.star

[-1]
[1,] 0.01637148
[2,] 0.73201132




Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000800 00000

Ejemplo

~%
# Calculemos 6

theta.star=A%*%tita.est
theta.star
[, 1]
[1,] 0.01637148
[2,] 0.73201132

CovMat;j- (eseN2)*A%*%osolve(XtX)%*%t(A)
CovMat



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000800 00000

Ejemplo

~%
# Calculemos 6

theta.star=A%*%tita.est
theta.star
[, 1]
[1,] 0.01637148
[2,] 0.73201132

CovMat;j- (eseN2)*A%*%osolve(XtX)%*%t(A)
CovMat

[, 1] [, 2]
[1,] 0.0001235781 -0.0001351733
[2,] -0.0001351733  0.0051407373
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Dado que

. @ —0°)" (A (XTX)~ AT) @ -0

2
~ X
o2 2
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Ejemplo
Dado que
@ —o")r <A (XTX) " AT)A @ — 0%

V - ~
1 0_2 X2

es independiente de
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Ejemplo
Dado que
'y #\T v\~ AT\ (P *

& — o) <A(XX) A) ®-0)

Vi= ~ X

2

0-2

es independiente de
n — 3)s?
Vo = % ~ X573

resulta que el cociente (V;/2)/(V2/(n — 3)) tiene distribucién F ,_3

@ -0 (A (Xi(izl AT)A © -0 ~ Fons
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Ejemplo
Dado que
'y #\T v\~ AT\ (P *
0 —69)T (A(XTX) A (@ —067) X
Vi= ~ X
a? 2

es independiente de
n—3)s?
PEEE L

resulta que el cociente (V;/2)/(V2/(n — 3)) tiene distribucién F ,_3

@ oy (a . )@

Lo computamos como
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Ejemplo

t(theta.star)%*%(solve(CovMat))%*%(theta.star) /2

[.1]
[1,] 57.40246
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Ejemplo

t(theta.star)%*%(solve(CovMat))%*%(theta.star) /2

[ 1]
[1,] 57.40246

que coincide con el valor reportado en el summary en el F-statistic
con 2 y 94 grados de libertad.
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Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

a'@ o A6
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Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

a'@ o A6

Un caso de especial interés:

En un futuro valor xg, jqué esperamos observar? E(yp) =7
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Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

a'@ o A6

Un caso de especial interés:

En un futuro valor xg, jqué esperamos observar? E(yp) =7

E(yo) = x50 = E(yo) = x3 0

~

Observemos que si @ es insesgado entonces el estimador propuesto seria
insesgado de E(yp).
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Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

a'@ o A6

Un caso de especial interés:

En un futuro valor xg, jqué esperamos observar? E(yp) =7

E(yo) = x50 = E(yo) = x3 0

~

Observemos que si @ es insesgado entonces el estimador propuesto seria
insesgado de E(yp).

Podria haber muchos estimadores de una funcién lineal aT@ o A8, nos
enfocaremos en los estimadores lineales: funciones lineales de yi,...,y,.
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Funciones Estimables

Definiciéon 1. Una funcién paramétrica ¢ se dice que es una funcién
lineal de los paramétros {61, ...,6,} si existen {a1,...,ap} constantes
conocidas tal que

P
Y = aT0 = Z aj9j
j=1

donde a = (ay,...,a,)T.
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Funciones Estimables

Definiciéon 1. Una funcién paramétrica ¢ se dice que es una funcién
lineal de los paramétros {61, ...,6,} si existen {a1,...,ap} constantes
conocidas tal que

P
Y = aT0 = Z aj9j
j=1

donde a = (ay,...,a,)".

Definicién 2. Decimos que una funcién paramétrica ¢ = a’@ es
estimable si tiene un estimador lineal (en y) insesgado, es decir si existe
c € R” tal que

E(c'y)=p=a"0 VO cRF
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Funciones Estimables

Definiciéon 1. Una funcién paramétrica ¢ se dice que es una funcién
lineal de los paramétros {61, ...,6,} si existen {a1,...,ap} constantes
conocidas tal que

P
Y = aT0 = Z aj9j
j=1

donde a = (ay,...,a,)".

Definicién 2. Decimos que una funcién paramétrica ¢ = a’@ es
estimable si tiene un estimador lineal (en y) insesgado, es decir si existe
c € R” tal que

E(c'y)=p=a"0 VO cRF

iHay funciones que no son estimables?
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Funciones Estimables: Caracterizacién
El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables
suponiendo el modelo

Q:E(y) = X0 ¥, =0l

Teorema 5. La funcién paramétrica ¢ = a’0 es estimable si y sélo si a
es una combinacién lineal de las filas de X, o sea si existe ¢ € R" tal que

a=XTc
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Funciones Estimables: Caracterizacién
El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables
suponiendo el modelo

Q:E(y) = X0 ¥, =0l

Teorema 5. La funcién paramétrica ¢ = a’0 es estimable si y sélo si a
es una combinacién lineal de las filas de X, o sea si existe ¢ € R" tal que

a=XTc

Notemos que

e Sirango(X) = p, toda funcién ¢ = a’0 es estimable.



Introduccién Modelo Lineal Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A

00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 00@0000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

Funciones Estimables: Caracterizacion

El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables
suponiendo el modelo

Q:E(y) = X0 ¥, =0l

Teorema 5. La funcién paramétrica ¢ = a’0 es estimable si y sélo si a
es una combinacién lineal de las filas de X, o sea si existe ¢ € R” tal que

a=XTc

Notemos que

e Sirango(X) = p, toda funcién ¢ = a’0 es estimable.

e Sirango(X) =g < p, y n = E(y), las funciones estimables son
combinaciones lineales de 7.
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Ejemplo

Supongamos que

yij=p+oj+ej 1<;<2, 1<i<n

entonces
Y11 1 1 0
Y21 1 1 0
: Lo u
_ _ Ym,1 _ 110 _
p= 3 y= Vi2 X = 1 0 1 0= 31
V2.2 101 2

Y2 1 01
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Ejemplo

Puedo estimar las combinaciones lineales de las componentes de

J s %]

[V %]
Mtz

u+ ao

es decir, puedo estimar p + a; y ap — 1, pero no puedo estimar ni g ni
Qaq.
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Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Lema 3. Supongamos que vale el modelo €. Sean

e © = a’0 una funcién estimable

e )V el espacio generado por las columnas de X (g = rango(X) < p).
Luego,
e existe un Unico ¢y € V tal que el estimador lineal
$=coy

es un estimador insesgado de ¢.
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Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Lema 3. Supongamos que vale el modelo €. Sean

e © = a’0 una funcién estimable
e )V el espacio generado por las columnas de X (g = rango(X) < p).
Luego,
e existe un Unico ¢y € V tal que el estimador lineal
$=coy

es un estimador insesgado de ¢.

e Mis alin, si cTy es un estimador insesgado de ¢, ¢j es la proyeccién
ortogonal de c sobre V' y

Var(cgy) < Var(cly)

y vale el igual sélo si ¢ = cq.



Gauss-Markov
0O00000e

Teorema de Gauss—Markov

Teorema de Gauss—Markov

Supongamos que vale el modelo Q : E(y) = X0 T, =2l
Toda funcién estimable ¢ = a™@ tiene un (nico estimador { lineal
insesgado de minima varianza (BLUE).

Este estimador  se puede obtener reemplazando a 8 en a6 por 5
siendo @ un estimador de minimos cuadrados, es decir, tal que

XTX0 = X"y .

Definicién 3. Para cada funcién estimable ¢ = a8, llamaremos
EMC de ¢ al tnico estimador lineal de minima varianza, o sea, a

p=a"0
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Notacion
El modelo se escribe como

Q: y = XO+e€
E(e) = 0

Te = o2

n
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Notacion
El modelo se escribe como

Q: y = XO+e€
E(e) = 0

Te = o2

n
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Notacion
El modelo se escribe como

Q: y = XO+e€
E(e) = 0

Te = o2

n
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Notacion
El modelo se escribe como

Q: y = XO0+e€
E(e) = 0
Te = o,
rango(X) = p
6 = (X"X)1X"y
Dada una matriz A € RP*P [lamaremos

A(A) < Aa(A) < - < Ap(A)

a los autovalores de A
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Consistencia

a) Si A1(XTX) — oo entonces 6 - 6.

b) Supongamos que se cumple H3, entonces la condicién
A1(XTX) — oo también es necesaria.
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Ejemplos

a) Regresion por el origen: y; =61x;+¢; 1<i<n

X1
n
X2
X=1 | X'X =Y "x7
: i=1
Xn

La condicién A1(XTX) — oo dice que Y7 x? — 00
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Caso normal Gauss-Markov Consist. y D.A.
00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 00 00000 0000000 [eJe]e] )
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

b) Regresion simple: yj =601 +6, x;+¢; 1<i<n
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00000 0000 0000000

0000000 0000000000000 0 00000 0000000 oooe
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

b) Regresion simple: yj =601 +6, x;+¢; 1<i<n
n
D
i=1
n n
D% )
i=1 i=1

La condicién A1 (X"X) — oo es equivalente a
S (i —x)*—0.
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00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 @0000

Distribucién asintética
Bajo H3,
0 ~ N(,c*(X"X)™ 1)
Luego si S € RP*P es tal que
SS™ = X'X

Tenemos que

ST(6 — 6) ~ N(0,521,)
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Distribucién asintdtica

z; = S Ix; ~ =570
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00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 0O@000

Distribucion asintodtica
z; = S Ix; ~ =570
El modelo se reescribe
Yi = x,-TO +e€ = (S Z,')T(ST)_l"/ +e€ = Zr,-r"/ + €

El EMC de « es

2)
Il
%]
)

Basta ver que



Introduccién  Modelo Lineal
00000
000000

Definiciones Estimacién EMC EMC: Propiedades
0000 0000000 0000000 0000000000000 00
000000000 000 00000

Caso normal

0000
00800

Propiedad. Bajo H1 y H2,

Gauss-Markov Consist. y D.A.
0000000
000000000000
. . -7 - /7 -
Dictrihiicidn acintética
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00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 00 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 00000

DistrihiiciAn asintAtica

Propiedad. Bajo H1 y H2,

S=c

P Op(1)

Lema. Sean {V;};>1 i.i.d E(V;) =0, VAR(V) = 0. Definamos

n n
W, = Z aj n V; donde Z aﬁn =1
j=1 j=1

Si

max ajg,, —0
1<j<n

entonces W, -2 N(0, 02).
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00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 00 00000 0000000 0000
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Distribucion asintética

Supongamos que

max xf(XTX)_lxj —0
1<j<n

entonces
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00000 0000 0000000 0000000 0000000000000 0 00000 0000000 0000
000000 000000000 000 00000 000000000000 [e]e]ele] }

Observacidn

Observemos que
T T —1
x; (X" X) 7 x;
es el j—ésimo elemento diagonal de la matriz de proyeccién

P = X(X"X)"1XT
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