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Regiones de confianza

Dado un vector X con distribucién perteneciente a la familia
F(x,80) con 8 € ©, una region de confianza S(X) para 0 con nivel
de confianza 1 — « serd una funcién que a cada X le hace
corresponder un subconjunto S(X) C © de manera que

Po(0 e S(X))=1-a, VOecO

Es decir, S(X) cubre el valor verdadero del pardmetro con
probabilidad 1 — «.

Caso particular: Si 0 € R se dird que S(X) es un intervalo de

confianza
S(X) = [a(X), b(X)]

La longitud de S(X) es

L = b(X) — a(X)



Métodos para obtener IC
[ ]

Procedimientos generales para obtener RC

X un vector aleatorio cuya distribucién pertenece a la familia
F(x,80), 8 € ©. Una funcién G(X,8) se llama un pivote si y sélo
si la distribucién de G(X, 8) no depende de 6.

Teorema 1. Sea X un vector aleatorio cuya distribucién pertenece
a la familia F(x,0), 8 € ©. Sea

e U= G(X,0) una variable aleatoria cuya distribucién es
independiente de 6.

e AyBtalesque A< U< B)=1-aq.
Luego, si S(X) ={0: A< G(X,0) < B},
S(X) es una regién de confianza a nivel (1 — «) para 6.
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Xi,..., Xpiid. X; ~ N(u,08), o3 conocida.

Buscando un pivote....
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Xi,..., Xpiid. X; ~ N(u,08), o3 conocida.
Buscando un pivote....
X, —
U=+vn2""" L no,1)

g0
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Xi,..., Xpiid. X; ~ N(u,08), o3 conocida.

Buscando un pivote....

x|

U=+vn2""" L no,1)

00
Luego,

Xn—z +z

SNV

es un intervalo de confianza para u de nivel 1 — a.
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida
Paral <j < N =100,

e Generamos X1, Xp,, n =10, i.i.d. X; ~ N(p,1)
e Graficamos en cada caso los IC para p de nivel 0.95

100
I

Intervalos
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida
Paral <j < N =100,

e Generamos X1, Xp,, n =10, i.i.d. X; ~ N(p,1)
e Graficamos en cada caso los IC para p de nivel 0.95
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Lo hacemos con varias semillas...

Cobertura 0.94 Cobertura 0.94
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Lo hacemos con varias semillas...

Intervalos

100
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20

Cobertura 0.97

Intervalos
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Intervalos para la media i1 con varianza conocida

Lo hacemos con varias semillas...

Cobertura 0.93 Cobertura 0.94
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Intervalos para la media i y la varianza de una normal

Buscando un pivote....
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Intervalos para la media i y la varianza de una normal

Buscando un pivote....

Proposicion. Sean Xi, ..., X, variables aleatorias independientes
donde X; ~ N(u,0?). Luego

Xp— -
a) U=+/n a ~ N(0,1), con X, = 157 | X;.
o
1< - -
2 o 2 . .
b) s; = —3 ;(X, Xn)© es independiente de X .
_(n=1s; 2

2 ~ Xn—1-
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Normal vs. 7,: mirando percentiles...

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Las lineas verticales corresponden al percentil 0.95
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Intervalo para la media © de una normal con varianza

desconocida

Sea T unav.a. tal que T ~ Tp,. Dado 0 <7 < 1 llamamos ty,, al
punto que satisface:
P(V > tmy) =1
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Intervalo para la media © de una normal con varianza

desconocida

Sea T unav.a. tal que T ~ Tp,. Dado 0 <7 < 1 llamamos ty,, al
punto que satisface:

P(V > tmy) =1

Teorema 2. Sean Xi,...,X, variables aleatorias independientes
donde X; ~ N(u,?) con i y o desconocidas. Luego, si

1 < —
SR IE RS SCE e
i=1
tenemos que
%o tas Kot

es un intervalo de confianza para p de nivel 1 = c.
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Intervalo para la varianza 0 de una normal

Sea V una v.a. tal que V ~ x2. Dado 0 < 7 < 1 llamamos XIQ'n,'r] al
punto que satisface:
P(V > x5,) =1
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Intervalo para la varianza 0 de una normal

Sea V una v.a. tal que V ~ x2. Dado 0 < 7 < 1 llamamos anm al
punto que satisface:
P(V > X)) =1

Teorema 3. Sean Xy, ..., X, variables aleatorias independientes donde
X; ~ N(u,0?) con o desconocida. Luego, sean 3y~ son dos nimeros
positivos tales que 8+ v = «.

a) [Ejercicio] Si jv es conocido un intervalo de confianza de nivel 1 — «
para o2 es

(27=1(x,- — ) XX m?) |

2 2
Xh,B Xn,1—~

b) Sip es desconocido un intervalo de confianza de nivel 1 — « para o

(z:’_l(x,- —Xa)? L% —xn)2> |

2 ’ 2
Xn—l,B Xn—l,l—'y
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Mundo Normal

o X; ~ N(p,02) i.i.d. Buscamos intervalo de confianza para .
e o conocido:

IC nivel 1 — « para p

_ o — g
(Xn_z‘; % , Xp+ ze >

e Longitud: — /=2 2z 7

Vn
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Mundo Normal

o X; ~ N(p,02) i.i.d. Buscamos intervalo de confianza para .
e o conocido:

IC nivel 1 — « para p

_ o — g
(Xn_z‘; % , Xp+ ze >

e Longitud: — / =2z« % </l
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Mundo Normal

X; ~ N(u,0?) i.i.d. Buscamos intervalo de confianza para p.
e o conocido:

IC nivel 1 — « para p

_ o — g
(Fr-m g5 Torn 7

Longitud: — (=222 7 < /g

vn

Si queremos ¢ < {y —
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Mundo Normal

e X; ~ N(u,0?) i.i.d. Buscamos intervalo de confianza para p.
e o desconocido .....llegé la T ...
e |C nivel 1 — « para
_ Sh - Sn
<Xn —th1,g N Xn+th12 ﬁ)
e Longitud: — L =2 th-1,2 2o

vV n
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Mundo Normal

X; ~ N(u,0?) i.i.d. Buscamos intervalo de confianza para p.

e o desconocido .....llegé la T ...

IC nivel 1 — « para p

VA S - S
(Ko toag 72 0 Kot )

Longitud: — L =21, %

e [ es una v.a. Si queremos que L < £y i Como hacemos?
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Intervalo de longitud prefijada para  en una N(u,o?)

e Tomemos una muestra inicial Xi, ..., Xp.
e Estimamos o2 por

— —
n—1 Z(Xi _X")2
i=1

2 _
S, =

con .
- 1
Xn=— ZX,-
i=1
e Sea m tal que
2snt%.n—l

—— </
vVn—+m
e m es una variable aleatoria que depende sélo de s, pues
2.2
4s? t%’nf

1
n+m> 2
5
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Intervalo de longitud prefijada para  en una N(u,o?)

e Sea X,11,...,Xptm una muestra complementaria,
independiente de la anterior, y

1 n+m
n+m — n+m lei
1=

El intervalo de confianza de nivel 1 — o con longitud menor o
igual a £y es

Sn -~ Sn

[(Xntm — t%,nfl\/ﬁs Xntm +ta n1 \/ﬁ]



Definicién Métodos para obtener IC Caso Normal Regiones asintéticas Intervalos bootstrap

[e] [e] 0000000000000 e O©OOO0O 0000
[e]o]e} 0000000000000

Intervalo de longitud prefijada para  en una N(u,o?)

Teorema 3. Sean Xi,---,X,,--- variables aleatorias
independientes con distribucién N(u,o?) y sea m como antes.

(i) W=(n—1)s3/0® ~ X7,

(i) V = AT 1(Xmin — 1)/ ~ N(O, 1)

(iii) V' y W son independientes
v)

( vm (Xm+n - N)/Sn ~ Th1
Por lo tanto,
Sn Sn

\/ner7 vh+m

es un intervalo de confianza para . de nivel 1 — « con longitud
menor o igual a £.

Yn+m + t%,n—l

]

[Yner - t%,n—l
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Intervalo de confianza para diferencia de medias

Sean Xi,--- ,an Xi~ N(,LLLO'Q) y Y1, -, Ynz Yi~ N(/‘2a0-2)v
independientes Sean

Lo S XP

2
SR (Y= Y)?
W= ez
1 ny o ny o
# et (S xe Sov)
172 i—1 i—1
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Definicién
Intervalo de confianza para diferencia de medias
Teorema 4.

(i) o

U= /-2 (X_Y_(“l_“2)> ~ N(0,1)
ni + no o

(i) V~xg 1 W s,

(iii) U, V 'y W son independientes
)
)

(V) Z=V4+W ~x2 0o
(V T~ 7771+n2—2

Por lo tanto,

ny —+ np
ny ny

tga”1+n22:|

— . ni+n I .
{X—Y—s L e i X —Y 4 s
ninp 2’

es un intervalo de confianza para p; — pp de nivel 1 — a.
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Intervalo de confianza para diferencia de medias,

Muestras apareadas
(X1, Y1),...,(Xn, Yn) independientes tales que

(%)) (o 727))
~Y 9 2 .
Yi 2 o102p 03

Queremos un IC para A = p1 — po.

() Zi=Xi—Y;
Zi ~ N()\,a%), con 0'% =02 + 03 — 2po102,

1 -
(i) Sea s2 = 1 ;(Z; — Z)?, entonces
=

es un intervalo de confianza para p; — up de nivel 1 — a.
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Regiones de confianza con nivel asintético (1 — )

Sea X1,Xp,...,X, ma. X; ~ F(x,0), 8 € ©. Se dice que
Sn(X1,...,Xn) es una sucesién de regiones de confianza con nivel
asintético 1 — « si:

lim Po(6 € Sp(X1,.... Xn))=1—a VO€O.

n—oo
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Procedimiento para obtener RC con nivel asintético

Teorema Sea Xi, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién
perteneciente a la familia F(x,0), 8 € ©. Supongamos que

e Vn, Iv.a. U, = Gy(Xq,...,Xn,0) tales que U, b, U, donde
U es una variable aleatoria con distribucién independiente de @

e Ay B puntos de continuidad de Fy tales que
PA<U<B)=1-«.

Luego, si

Sn(Xiy. .., Xy) = {0 : A< Go(Xa,..., X, 0) < B}

Sn(X) es una sucesién de RC con nivel asintético (1 — a).
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e Consideremos el caso en que Xi,..., X, son una muestra
aleatoria E(X;) = pu y V(X;) = 02, ambas desconocidas.

e El intervalo

- Sn — Sn
Xn_Z%%,Xn—FZ%%

tiene nivel asintdtico 1 — a.
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Ejemplos
Consideremos el caso en que Xi,..., X, son una muestra aleatoria donde

Xi ~ Bi(1, p)
Vamos a deducir dos intervalos de confianza asintéticos diferentes para p.

e El intervalo
[/ﬁl,mﬁln]
donde p1., < P2, son las raices del polinomio en p
nY,z, —p(2nX, + z%) + pZ(ZQ% +n)

tiene nivel de confianza asintético 1 — a.
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Ejemplos
Consideremos el caso en que Xi,..., X, son una muestra aleatoria donde

Xi ~ Bi(1, p)
Vamos a deducir dos intervalos de confianza asintéticos diferentes para p.

e El intervalo

[/ﬁl,mﬁln]
donde p1., < P2, son las raices del polinomio en p

72 J—
nX, —p(2nX, + z%) + pZ(ZQ% +n)

tiene nivel de confianza asintético 1 — a.

e El intervalo

X, — zZa

también tiene nivel de confianza asintdtico 1 — o



Definicién Métodos para obtener IC Caso Normal Regiones asintéticas Intervalos bootstrap

[e] [e] 0O0000000000000 000080 0000
[e]o]e} 0000000000000

Usando la distribucidon asintdtica de los EMV

X1,...,X, i.i.d. donde X; tienen funcién de densidad o de
probabilidad puntual f(x,6).

Bajo condiciones de regularidad

e Si Hn = /0\,1\1/1\/, entonces \/B(é\n - 0) A N(07 T]-H))

Vv/h(0)(0, — 0) -2 N(0,1)

e La regién

S(X) ={0: —zs < v/n\/1(0)(0r—0) < 23}

no tiene porqué ser un intervalo y puede ser dificil de calcular.

(NI
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Usando la distribucidon asintdtica de los EMV

e Si I1(0) es una funcién continua de 6, como ¢/9\,, LN 6, bajo
condiciones de regularidad obtendremos que £ (6,) — h(6),
luego

Vm\/h(6,)(8, — 0) 2 N(0,1)

e Entonces, un intervalo de nivel asintético 1 — « sera

~ 1 - 1
Op— 2o | ———Op + 22, | ———
2\ n 1(6,) 2\ n h(6,)



Definicién Métodos para obtener IC Caso Normal Regiones asintéticas Intervalos bootstrap
o] o] 00000000000000 000000 @000
000 0000000000000

Xty o0y Xpiid. X ~ F

En muchos casos, el parametro de interés puede escribirse como

donde F, es la empirica.
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Intervalo de confianza para la media
e :=T(F)=Eg(X). Estimador plug-in:

fin = T(Fa) = Ez (X) = X,
e Distribucién de ji,: asintéticamente normal

~

Hn — H
se(ftn)
e Desvio del Estimador:

~ N(0,1) n grande

se(fin) = vV (in) = { & = se

n

. ~ 72 ~ 2
se estima con se = 4/ % O Con se = ST

Intervalo de confianza i, + z%sAe

Intervalos bootstrap

o] lele)
0000000000000
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Intervalo de confianza para la mediana

e 0:=T(F)= F’l(%). Estimador plug-in:
0, =T(F,) = mlegdl_lglr;a(X,-)

e Distribuciéon de 5,,: asintéticamente normal

0, —0

T_— ~ N(0,1) n grande

se(0n)

e Desvio del Estimador:
se(0,) = \/VE(0,) =777

o se =177
e Bootstrap! sépoor

Intervalo de confianza 0, + Zs Segoor



Definicién Métodos para obtener IC Caso Normal Regiones asintéticas Intervalos bootstrap
o] o] 00000000000000 000000 [e]e]e] )

000 0000000000000

POBLACION «+ F MUESTRA Xi,...Xpiid. X;~ F

Pardmetro: Valor asociado de F | Estimador: estadistico para estimar 6

0 = 6(F) On = 0n(X1,..., Xn)

0: valor poblacional 5,,: NUEVA VARIABLE ALEATORIA




. SR SR T
POBLACION «+ F MUESTRA Xi,...Xpiid. X;~ F
Pardmetro: Valor asociado de F | Estimador: estadistico para estimar 6
0 = 6(F) On = 0n(X1,..., Xn)
0. valor poblacional 67,,: NUEVA VARIABLE ALEATORIA
bn = T(F2)
X D, €T T I R N R R B ¢

p(x) | 1/n|1/n|1/n|1/n|1/n|1/n|1/n|1/n
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Aproximacion de la distribucién de un estimador
(si pudiéramos...)

S

nooccs

oy

donde

XM oxW iid. x® o F,
L XPiid. XA F

LX) qid, xMB) L F
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Aproximacion de la distribucién de un estimador

e Xi.... Xy Xi~F  0h=T(Fn)

Quiero contruir 55,1), o @E,NB), por simplicidad, 5(1), o ’é\(NB) \



Definicién Métodos para obtener IC Caso Normal Regiones asintéticas Intervalos bootstrap
o] o] 00000000000000 000000 0000
000 0000000000000

Aproximacion de la distribucién de un estimador
e Xi...,. Xy Xi~F  0,=T(F))

~ o~

Quiero contruir 55,1), . ,@E,NB), por simplicidad, 01, ..., 0(ny)
X1...,Xp: datos originales, realizaciones de Xj ~ F — /I-:,,
IA-_,,: distribucién construida con los datos originales que aproxima a F

Podemos ahora tomar muestras con distribucién F, para aproximar la
distribucién de 6,

X X Xt~ Fp— 0°
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Aproximacion de la distribucién de un estimador
e Xi...,. Xy Xi~F  0,=T(F))

~ o~

. .1 N T

Quiero contruir 55, ), . ,@E, B), por simplicidad, 61y, ..., Oy
X1...,Xp : datos originales, realizaciones de X; ~ F — F,

IA-_,,: distribucién construida con los datos originales que aproxima a F

Podemos ahora tomar muestras con distribucién F, para aproximar la
distribucién de 6,

X{ oo, Xy Xt ~F,— 0"
Si tomo N muestras obtenemos

o~ ~

9?1)7-..,02(NB)7 XI'*NFn
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Bootstrap basado en la distribucién asintdtica

Supongamos que
o V(B — ) = N(0,0)

Si conocemos of podemos construir un intervalo de confianza
asintético como

Si oF no es conocida o no se puede estimar ficilmente:

Necesitamos aproximar of
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Bootstrap basado en la distribucién asintética

Consideramos Ny submuestras obtenemos

T D * =
IERERE) NB , Xi [ad Fn
Definimos
1
Ng Np 2) 2
=~ ~ 1 ¥ 1 ¥
S€poor = OF = § 7 E TYE 9@
Ny 4 Ny
J:]_ =1

~

Intervalo de confianza 6, + zg S€sooT
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Bootstrap percentil

Consideramos la muestra boostrap

/\* /\* * i~
1 Ong s Xi ~ Fy
Definimos
o H“;‘): percentil y de la muestra 07, ..., 0}

El intervalo de confianza bootstrap percentil de nivel 1 — « se
define como
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0000080000000

Bootstrap percentil

e Sean Xi,..., X, i.i.d. X; ~ F. Nos interesa conocer
0 =T(F).

e Sea /I-:n la empirica asociada a Xi,..., X,y @\,, = T(I?,,) un
estimador de 6.

e Sea X{,..., X} una muestra bootstrap obtenida a partir de
Fn, osea, X; son i.id., X* ~ F,.

e Sea F} la empirica asociada a X7, ..., X}.

n

o 5: = T(/I—:,f) la réplica bootstrap de 8.
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[e] [e] 0O0000000000000 000000 0000
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Bootstrap percentil
Sea R
Ks(x) = P, (9; < x)
donde P, indica la distribucién de X* = (X7, ..., X}) condicional
aX=(X... ).

Definicion. Sean

—_ « - _ o
b =Ka'(3) g =K' (1-3) =foeag

entonces el método percentil consiste en tomar
ICsp(1 —a) = [0pp 2, 08P 5]

como intervalo de confianza para 6 de nivel aproximado 1 — a.

Este método es correcto si

Ko@) =P (B < 0) = 5 (1)
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Bootstrap percentil

Definamos
o Go(u) = P(y/n(0, — 0) < u)

~ -~ ~

* Gp(u) = Pu(v/n(0} — 0n) < u)

e Dadas dos distribuciones F y G,
p(F7 G) = sup, ‘F(U) - G(U)’

Intervalos bootstrap

0000
O000000@00000
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Bootstrap percentil

Teorema. Supongamos que

a) existe h, : R — R mondtona tal que

W(X) =Pr (hn(é\n) - hn(e) < X)

es una funcidon de distribucidon continua, estrictamente

Intervalos bootstrap

0000000080000

(2)

creciente y simétrica alrededor de 0 para toda F (incluyendo

F= F)ydonde@- T(F)y9n— T(F)S|endoF la

empirica asociada a Xi,..., X, cuando X; ~ F.

b) Existe una distribucién continua, estrictamente creciente y

simétrica G tal que p(G,, G) — 0

) p(Gg, Gn) -2 0.
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Bootstrap percentil

Entonces, el intervalo
ICep(1 — ) = [QBP,%7§BP,%]

tiene nivel de confianza asintdtico 1 — «, es decir,

n—o0

M3s adn, si ¢, = W l(y) = — W11 —~)

Opp,e = hy* (hn(é\n) + 1/)%)

Si W =9, h, se llama la transformacién normalizadora y

estabilizadora de varianza.

La condicién p(ag, Gn) —25 0 se cumple si, por ejemplo, el

funcional T es diferenciable Hadamard en Fy

lim Py (QBP,% <6< 513137%) =1—« Vo € ©

Intervalos bootstrap

0000
0000000008000
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Bootstrap-t

Supongamos que

o /n(0,—0) 2, N(0,02), o sea, G, — G donde
G =&(-/oF).

08[:L>UF

Definamos el estadistico studentizado

t(X,0) = /n 9”: 0

OF
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Bootstrap-t

Si Gy, fuera conocida podriamos usar el método del pivote para
dar un intervalo de confianza de nivel 1 — « para § como

[Br — 25 6,1 (1~ %) B, — 025 Gt (%)]

Como no conozco G, t, aproximo G, +(v) por AGB*%(”)
Se define el intervalo bootstrap—t como

ICr(1 - a) = [0pr,g,0BT,5]
donde

oy <Gl (15) g =BGl ()
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Bootstrap-t

e El intervalo bootstrap—t tiene nivel de confianza asintético
1—2asi p(Ggr, Gnt) = 0.

e El intervalo /ICgr(1 — «) es mas preciso en general que los
intervalos ICgp(1 — «) pero requiere un estimador consistente
de la varianza asintética.
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0000000000008

Bootstrap-t

e El intervalo bootstrap—t tiene nivel de confianza asintético
1—2asi p(Ggr, Gnt) = 0.

e El intervalo /ICgr(1 — «) es mas preciso en general que los
intervalos ICgp(1 — «) pero requiere un estimador consistente
de la varianza asintética.

e Davison, A. & Hinkley, D. (1997). Bootstrap methods and their
application, Cambridge Series in Statistical and Probabilistic
Mathematics, Cambridge.

e Efron, B. (1982). The jacknife, the bootstrap and other resampling
plans, Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia.
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