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Soluciones débiles

Ejercicio 1. Sea U ⊂ Rn abierto y acotado con frontera de clase C1, y sea L el operador
elíptico de�nido por:

Lu = −
n∑

i,j=1

∂i(aij(x)∂ju) + c(x)u,

donde aij ∈ L∞(U) para i, j = 1, . . . , n, c ∈ L∞(U) y existen λ,Λ > 0 tales que

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2 para todo ξ ∈ Rn y todo x ∈ U.

Probar que existe una constante α > 0 tal que la forma bilineal asociada a L en H1(U)
satisface las hipótesis del Teorema de Lax-Milgram si c ≥ −α en U .

Ejercicio 2. Considerar el siguiente problema para el operador bilaplaciano :

(1) ∆2u = f en U, u = ∂nu = 0 en ∂U,

donde f ∈ C(U) y U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1. La notación ∆2

signi�ca ∆(∆u).

1. Demostrar que u ∈ C4(U) ∩ C1(Ū) es solución de (1) si y sólo si es solución de la
siguiente formulación débil para (1):

Hallar u ∈ H2
0 (U) tal que

∫
U

∆u∆v dx =

∫
U
fv dx para toda v ∈ H2

0 (U),

donde f ∈ L2(U).

2. Demostrar que (1) admite una única solución débil.

Ejercicio 3. Considerar el siguiente problema de Neumann:

(2) −∆u+ u = f en U, ∂nu = 0 en ∂U,

donde f ∈ C(U) y U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1.

1. Probar que u ∈ C2(U)∩C1(Ū) es solución de (2) si y sólo si es solución de la siguiente
formulación débil de (2):

Hallar u ∈ H1(U) tal que

∫
U
∇u · ∇v dx+

∫
U
uv dx =

∫
U
fv dx para toda v ∈ H1(U),

donde f ∈ L2(U).

2. Demostrar que (2) admite una única solución débil.

Ejercicio 4. Considerar el siguiente problema de Neumann:

(3) −∆u = f en U, ∂nu = 0 en ∂U,

donde f ∈ C(U) y U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1.

1. Deducir la formulación débil para (3) sobre el espacio V = {u ∈ H1(U) :
∫
U u dx = 0}

y mostrar que si existe una solución débil, entonces
∫
U f dx = 0.

2. Demostrar que si f ∈ L2(U) veri�ca
∫
U f dx = 0, entonces existe una única solución

débil de (2) en V . Más aún, dicha solución es única en H1(U), salvo constante.
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Ejercicio 5 (Principio débil del máximo). Sea U ⊂ Rn abierto y acotado con frontera de
clase C1, y sea L el operador elíptico de�nido por:

Lu = −
n∑

i,j=1

∂i(aij(x)∂ju),

donde aij ∈ L∞(U) para i, j = 1, . . . , n y existe λ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2 para todo ξ ∈ Rn y todo x ∈ U.

Se dice que u ∈ H1(U) veri�ca Lu ≤ 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una
subsolución débil de Lu = 0 si:∫

U

n∑
i,j=1

aij(x)∂ju∂iv dx ≤ 0 ∀ v ∈ H1
0 (U), v ≥ 0.

1. Veri�car que u ∈ C2(U) es subsolución débil de Lu = 0 si y sólo si Lu ≤ 0.
2. Probar que si u es subsolución débil de Lu = 0 y u+ ∈ H1

0 (U) (es decir u ≤ 0 en ∂U),
entonces u ≤ 0 en U .

Ejercicio 6. Considerar el siguiente problema de autovalores:

−∆u = λu en U, ∂nu = 0 en ∂U,

donde U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1. Probar que existe una sucesión
de autovalores {λk}k∈N, asociados a autofunciones {uk}k∈N ⊂ H1(U), tales que

1. 0 = λ1 < λ2 y λk ≤ λk+1 para todo k ∈ N, k ≥ 2.
2. ĺım

k→∞
λk =∞.

3. u1 es constante.
4. {uk}k∈N es base ortonormal de L2(U) y base ortogonal de H1(U).

Ejercicio 7 (Principio del anti-máximo). Sea U ⊂ Rn abierto y acotado con frontera de clase
C1, y sea u ∈ H1

0 (U) una solución débil de:

−∆u− λu = f en U, u = 0 en ∂U,

donde f ∈ L2(U). Veri�car que si λ > λ1 y f ≥ 0 entonces u cambia de signo en U , siendo
λ1 el primer autovalor de −∆ en U .

Ejercicio 8. Sea V : Rn → R una función medible no negativa tal que ĺım
|x|→∞

V (x) =∞.

1. Probar que si {fk}k∈N ⊂ H1(Rn) es una sucesión acotada, entonces existen una subsu-
cesión {fkj}j∈N de {fk}k∈N y una función f ∈ L2

loc
(Rn) tales que

fkj → f en L2(Br(0)) para todo r > 0.

2. Probar que si, además, {fk}k∈N está uniformemente acotada en L2
V (Rn), entonces f ∈

L2(Rn) y fkj → f en L2(Rn), donde L2
V (Rn) es el espacio de funciones medibles u :

Rn → R tales que
∫
Rn V u

2 dx <∞, con la norma ‖u‖L2
V (Rn) =

∫
Rn V u

2 dx.

3. Concluir que el espacio H = H1(Rn) ∩ L2
V (Rn), con la norma ‖u‖ = (‖u‖2

L2
V (Rn)

+

‖∇u‖22)1/2, veri�ca H ⊂⊂ L2(Rn). Es decir, toda sucesión acotada en H tiene una
subsucesión convergente en L2(Rn).
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4. Probar que existe una sucesión de autovalores {λk}k∈N asociados a autofunciones
{uk}k∈N ⊂ H de la ecuación de la ecuación de Schröedinger:

−∆u+ V (x)u = λu en Rn,

tales que:
a) 0 = λ1 < λ2 y λk ≤ λk+1 para todo k ∈ N, k ≥ 2.
b) ĺım

k→∞
λk =∞,

c) {uk}k∈N es una base ortonormal de L2(U).

Ejercicio 9 (Alternativa de Fredholm para operadores simétricos). El objetivo de este ejer-
cicio es dar una demostración del teorema de la alternativa de Fredholm para operadores
simétricos, en base al teorema de diagonalización de operadores elípticos simétricos.

Sea U ⊂ Rn un abierto acotado y sea L el operador elíptico dado por:

Lu = −
n∑

i,j=1

∂i(aij(x)∂ju) + c(x)u,

donde aij , c ∈ L∞(U), aij = aji, i, j = 1, . . . , n y la matriz A = (aij)i,j=1...n es de�nida
positiva para cada x ∈ U .

Sea {λk}k∈N la sucesión de autovalores de L, asociada a autofunciones {wk}k∈N ⊂ H1
0 (U)

que forman una base ortonormal de L2(U), y sean f ∈ L2(U) y λ ∈ R.

1. Probar que si λ 6= λk para todo k ∈ N entonces el problema

(4) Lu− λu = f en U, u = 0 en ∂U,

admite una única solución.
2. Probar que si λk−1 < λ = λk = λk+1 = · · · = λk+l−1 < λk+l para algún k ∈ N entonces

el problema (4) admite una solución si y sólo si (f, wj) = 0 para todo j = k, . . . , k+l−1,
donde ( · , · ) denota el producto interno usual en L2(U).

Ejercicio 10. Considerar el problema:

(5) −∆u = f en U, u = 0 en ∂U,

donde U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1. La siguiente es una estrategia
para construir una solución aproximada de (5): Se considera un subespacio de dimensión �nita
V ⊂ H1

0 (U), V = gen{φ1, . . . , φd}, y se de�ne la solución aproximada ũ ∈ V como la solución
del siguiente problema aproximado:

Hallar u ∈ V tal que

∫
U
∇u · ∇φi dx =

∫
U
fφi dx para todo i = 1, . . . , n,

donde f ∈ L2(U).

1. Probar que ũ está bien de�nida, es decir, que existe una única solución del problema
aproximado.

2. Probar que se tiene la siguiente estimación de error:

‖u− ũ‖H1
0 (U) ≤ C ı́nf

v∈V
‖u− v‖H1

0 (U),

donde C > 0 es una constante que depende únicamente de V . Este resultado se conoce
como Lema de Céa y establece que la estrategia de aproximación propuesta da como
resultado la mejor aproximación que permite el subespacio V .

Ejercicio 11. Considerar el siguiente problema para el operador p-Laplaciano:

(6) −∆pu = f en U, u = 0 en ∂U,



4

donde U ⊂ Rn es abierto y acotado con frontera de clase C1, 1 < p < ∞ y f ∈ C(U).
El operador p-Laplaciano está de�nido como ∆pu = div(|∇u|p−2∇u) (notar que ∆p = ∆ si
p = 2).

1. Probar que u ∈ C2
0 (U) es solución de (6) si y sólo si es solución de la siguiente formu-

lación débil para (6):

Hallar u ∈W 1,p
0 (U) tal que

∫
U
|∇u|p−2∇u · ∇v dx =

∫
U
fv dx para toda v ∈W 1,p

0 (U),

donde f ∈ Lp′(U),

siendo p′ el exponente conjugado de p.
2. Probar que u ∈ W 1,p

0 (U) es solución débil de (6) si y sólo si u minimiza el siguiente
funcional:

Ψ: W 1,p
0 (U)→ R, Ψ(u) =

1

p

∫
U
|∇u|p dx−

∫
U
fu dx.

3. Veri�car que Ψ es estríctamente convexo y deducir que Ψ tiene a lo sumo un mínimo.
Concluir que (6) tiene a lo sumo una solución débil.

4. (Este ítem es sólo para quienes tengan conocimiento sobre topologías débiles) Probar

que Ψ tiene un mínimo en W 1,p
0 (U) y concluir que el problema (6) admite una única

solución.
Sugerencia: Considerar una sucesión minimizante, probar que está acotada y deducir que contiene una

subsucesión débilmente convergente. Usar la semicontinuidad inferior de la norma con respecto a la

convergencia débil para probar que ese límite débil es efectivamente el mínimo de Ψ.

Ejercicio 12. Considerar el siguiente problema parabólico:

(7) ut + Lu = 0 en U × (0, T ), u = 0 en ∂U × (0, T ), u = f en U × {0},
donde f ∈ L2(U), L es un operador elíptico como el del Ejercicio 5 y U ⊂ Rn es abierto y
acotado con frontera de clase C1.

1. Deducir una formulación débil para (7) y demostrar que si una solución débil es su�-
cientemente regular, entonces es una solución de (7).

2. Probar que existe una solución débil de (7).

Ejercicio 13. Repetir el Ejercicio 12, ahora para el problema:

ut −∆u = 0 en U × (0, T ), ∂nu = 0 en ∂U × (0, T ), u = f en U × {0}.


