
Ecuaciones Diferenciales A/B � 2◦ cuatrimestre 2020

Ecuación de ondas

Ejercicio 1.

1. Veri�car que el cambio de variables:

ξ = x+ ct, η = x− ct, v(ξ, η) = u(x, t) (c > 0),

transforma la ecuación de ondas ∂ttu− c2∂xxu = 0 en ∂ξηv = 0.
2. Sean g ∈ C2(R) y h ∈ C1(R). Usar el ítem 1. para deducir la fórmula de D'Alembert:

u(x, t) =
1

2
(g(x+ ct) + g(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
h(y) dy x ∈ R, t ≥ 0,

para la solución del problema:

∂ttu(x, t)− c2∂xxu(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) =h(x) x ∈ R.

Ejercicio 2. Sean g ∈ C2
c (R), h ∈ C1

c (R), y sea u ∈ C2(R× [0,∞)) la solución del problema:

∂ttu(x, t)− ∂xxu(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = g(x) ∂tu(x, 0) =h(x) x ∈ R.
Se de�nen la energía cinética k y la energía potencial p por:

k(t) =
1

2

∫ ∞
−∞

(∂tu(x, t))2 dx, p(t) =
1

2

∫ ∞
−∞

(∂xu(x, t))2 dx t > 0.

Probar las siguientes a�rmaciones:

1. k + p es constante.
2. k(t) = p(t) para t su�cientemente grande.

Ejercicio 3. Encontrar una fórmula explícita para la solución del siguiente problema:

∂ttu(x, t)− ∂xxu(x, t) = 0 x > 0, t > 0,

u(0, t) = 0 t > 0,

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) =h(x) x > 0,

suponiendo g ∈ C2([0,∞)), h ∈ C1([0,∞)) y g(0) = h(0) = 0.

Ejercicio 4. Repetir el Ejercicio 3 cambiando la condición de borde en x = 0 por u(0, · ) = f ,
suponiendo g, f ∈ C2([0,∞)), h ∈ C1([0,∞)) y:

f(0) = g(0), f ′(0) = h(0), f ′′(0) = g′′(0).

Veri�car que la solución obtenida tiene derivadas de segundo orden continuas, aún sobre la
característica x = t.

Ejercicio 5. Sean g ∈ C3(R3) y h ∈ C2(R3). Probar que la función u dada por la fórmula de
fórmula de Kirchho�:

u(x, t) = –

∫
–
∂Bt(x)

(g(y) +∇g(y)) · (y − x) + th(y) dSy x ∈ R3, t > 0,

de�ne una solución C2(R3 × [0,∞)) del problema:

∂ttu(x, t)−∆u(x, t) = 0 x ∈ R3, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) =h(x) x ∈ R3.
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Ejercicio 6. Sean g ∈ C3
c (R3), h ∈ C2

c (R3), y sea u ∈ C2(R3 × [0,∞)) la solución dada por
la fórmula de Kirchho� para el problema:

∂ttu(x, t)−∆u(x, t) = 0 x ∈ R3, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) =h(x) x ∈ R3.

Probar que existe una constante C > 0 tal que:

|u(x, t)| ≤ C

t
∀x ∈ R3, t > 0.

Ejercicio 7. Sean f, g, h ∈ C(R). Se dice que una función u ∈ L1
loc(R×(0,∞)) es una solución

débil de:

∂ttu(x, t)− ∂xxu(x, t) = f x ∈ R, t > 0,(1)

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) =h(x) x ∈ R,(2)

si veri�ca:∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

u(∂ttφ− ∂xxφ) dx dt+

∫ ∞
−∞

(gφt( · , 0)− hφ( · , 0)) dx =

∫ ∞
0

∫ ∞
−∞

fφ dx dt,

para toda φ ∈ C2
c (R2).

Probar que si u ∈ C2(R × [0,∞)) es solución de (1)-(2) entonces u es solución de�bil de
(1)-(2). Recíprocamente, probar que si u es una solución débil de (1)-(2) que pertenece a
C2(R× [0,∞)), entonces u es solución de (1)-(2).

Ejercicio 8. Sea λ ∈ R. Encontrar una solución de la ecuación:

∂ttu− ∂xxu = λ2u en R× (0,∞),

de la forma u(x, t) = f(x2 − t2) = f(s), donde f(0) = 1, en forma de serie de potencias en s.

Ejercicio 9. Probar que si u es una solución clásica radial de la ecuación de ondas en dimen-
sión 3 (es decir, u(x, t) = w(|x|, t), x ∈ R3, t > 0, para alguna w : R × (0,∞) → R), se tiene
que existen F y G tales que

u(x, t) =
F (|x| − t) +G(|x|+ t)

|x|
x ∈ R3, t > 0.

Ejercicio 10. Utilizar el método de la transformada de Fourier para hallar explícitamente
una solución del siguiente problema:

∂ttu(x, t)−∆u(x, t) = 0 x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) = 0 x ∈ Rn,
donde g ∈ S(Rn).


