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RESOLUCION
1. Considerar el problema:
0w — Au =0 en A x(0,00), (1)
u=0 en 0A x (0,00), (2)
u=Ff en A x {0}, (3)

donde A = {x € R? : 1 < |z| < 2} y f es una funcién radial definida por f(z) = ¢(|z|) con
p(1) = ¢(2) = 0.
(a) Usar el método de separacién de variables para determinar una solucién radial.
Sugerencia: Ver qué problema resuelve v(r, t) = rw(r,t) donde u(z,t) = w(|z|,t).
Indicar solo los pasos fundamentales del método, no detallar todos los cdlculos.

(b) Demostrar que si ¢ € C'([1,2]) entonces la solucién formal hallada en (a) pertenece a
C*1(A x (0,00) N C(A x [0,00)) y resuelve el problema.
Indicar los pasos fundamentales de la prueba, no detallar todos los cdlculos.

Resolucion.

(a) Una funcién radial u, dada por u(x,t) = w(|z|,t) para w : [1,2] x (0,00) — R, es solucién
si y solo si w resuelve:

we(r,t) — wyp(r,t) — %wr(r, t) =0 l<r<2,t>0 (4)
w(l,t) =w(2,t) =0 t >0, (5)
w(r,0) =¢(r) l<r<2. (6)

Haciendo el cambio de variables v(r,t) = rw(r,t) este tltimo problema se transforma en:

ve(r,t) — vpp(r,t) =0 l<r<2,t>0 (7)
v(l,t) =v(2,t) =0 t >0, (8)
v(r,0) =rp(r) l<r<2. 9)

A continuacién vamos a resolver el problema para v mediante el método de separacién de
variables.

Suponemos que existe una solucién v de la forma:
v(r,t) = R(r)T'(t) l<r<2,t>0.
Usando que v satisface , obtenemos:
R(r)T'(t) — R"(r)T(t) =0 Vi<r<2,t>0,

de donde sigue que existe A € R tal que:

T'(t) _ R'(r)

T ~ R(r) =A Vi<r<2,t>0. (10)



Usando ahora que v(1,t) = v(2,t) = 0 para todo t > 0, se tiene:
R(1)T(t) =R(2)T(t)=0  Vt>0,

de donde se deduce que R(1) = R(2) = 0. Combinando esto con (10), obtenemos que R y
T son solucién de:
R'(r) = AR(r)=0 1<r<2, R(1) = R(2) = 0, (11)
T'(t) = AT(t) =0 ¢ >0. (12)

El problema admite soluciones no nulas sélo si:
A = —k*r? k€N, (13)
en cuyo caso la solucién general es:
R(r) = Bsin(knr) l1<r<2 BeR.
Para A dado por , la solucién general de (|12)) es:
T(t) = C exp(—k*n?t) C eR.

Entonces definimos:
o0
v(r,t) = ZBk exp(—k*r%t) sin(k7r) 1<r<2,t>0, B, €R,
k=1

y observamos que, formalmente, v satisface la ecuacién v; — v, = 0 en (1,2) x (0, 00)
y las condiciones v(1,t) = v(2,t) = 0 para todo ¢ > 0. A continuacién determinaremos
los coeficientes By para que v verifique v(r,0) = rp(r) para todo 1 < r < 2. Igualando
formalmente el lado derecho a su desarrollo en serie de Fourier de senos, deducimos que:

By, = by, k € N.

donde by, es el k-ésimo coeficiente de Fourier en el desarrollo en serie de senos de rp(r):

by, = 2/12 (Py)si (kmr) dr ke N. (14)

Por lo tanto, obtuvimos la siguiente solucién formal:

1 & _
u(w,t) = ’ Zbk exp(—k*r%t) sin(kw|z|) x€eA t>0,
k=1

o] &

donde by, esta dado por ((14)).
(b) Para k € N, definimos:

vg(r,t) = by exp(—k*n°t) sin(kwr) l<r<2,t>0.



ParaT >0y 1< r <2, t> 71, se tiene:
vk (7, 1) < Clbg| exp(—k>7°7),
|0pvg(r, )| < Ck|bg| exp(—k3>7T),
|0k (7, 1), |Opop (1, 1)| < CK?|by| exp(—k*m2T),

donde C' > 0 es constante. Notando ahora que |bg| < C||¢||1, donde (r) = ro(r), y que:
Zk2 exp(—k?a) < oo Va >0,
k=1

obtenemos que v € C%1([1,2] x [r,00)) y que sus derivadas se obtienen derivando término a
término. De la arbitrariedad de 7 > 0 sigue que lo mismo vale reemplazando [1, 2] x [7, c0)
por [1,2] x (0,00). En particular, v satisface vy — v, = 0 en (1,2) x (0,00) y las condiciones
v(1,t) =v(2,t) = 0 para todo t > 0.

Ahora observamos que para todo 1 < r < 2 se tiene:

|Uk(7“, 0)’ < C’bk|
Usando que Z |bi| < 0o ya que ¥ € AC[1,2], ' € L*(1,2) y (1) = ¢(2) = 0, vemos que

k=1
v es continua en A x [0, 00). En particular, v satisface:

o0
v(r,0) = Z by sin(kmr) = (r) Vi<r<2.
k=1
Notar que el desarrollo en serie de Fourier de senos de 1 converge puntualmente a ¢ ya

que 1 € C1([1,2]).
En consecuencia, u € C%(A x (0,00)) N C(A x [0,00)) y resuelve el problema.



2. Sean B la bola unitaria centrada en el origen de R” y u € C?(B) N C(B), v € C*(B) N C*(B)
tales que:

Au=u? en B, Av=exp(u)—1 en B,
u=0 en 0B, Onv =g en 0B.

Demostrar que si g € C(9B) y r%%xg > 0, entonces g cambia de signo en 0B.

Resolucion 1.

Como u € C?(B) N C(B) satisface Au > 0, se tiene que u es subarménica en B y que satisface
el principio débil del maximo. Luego, u < 0 en B ya que v = 0 sobre 0B5.

Entonces se tiene que Av < 0 en B. Como ademéis v € C?(B) N C(B), resulta que v es
superarmoénica y que satisface el principio débil del minimo. Luego, existe xg € 9B tal que
minv = v(zp).

B

Si existiera yo € B tal que v(yg) = v(zg), resultarfa v constante en B ya que u satisface el
principio fuerte del minimo por ser B un conjunto conexo. Entonces, se tendria d,v = 0 sobre
0B, lo cual contradice que g tiene un maximo positivo.

Como Av < 0y zp € 9B tiene la propiedad de la bola tangente interior y es tal que v(zg) < v
en B, el Lema de Hopf implica que dpv(xg) < 0. Luego g(xg) < 0y por lo tanto g cambia de
signo en dB.

Resolucion 2.

Como u € C?(B) N C(B) satisface Au > 0, se tiene que u es subarménica en B y que satisface
el principio débil del méximo. Luego, u < 0 en B ya que u = 0 sobre 0B.

Entonces se tiene que Av < 0 en B. Usando la primera férmula de Green para v y la funcién

consante 1, se obtiene:
/ gd:L‘:/ Av(z)dz < 0.
dB B

Como I%%XQ > 0, existen zg € 9B y un entorno U de xg en dB tales que ¢ > 0 en U. Si g no

cambiara de signo en 0B se tendria g > 0 en B, ya que né%xg > 0. Entonces, resultaria:

/ gd:z:/ gd$+/gdaz>0.
oB dB\U U

Absurdo.



o0
3. Considerar la ecuacién Lu +u = f en R", donde Lu = — Z ijOzz;u con A = (a;;) € R™"
i,j=1
semidefinida positiva. Demostrar que si f € S(R™) entonces existe una tnica solucién u en
S(R™).

Resolucion.

Primero buscaremos una solucién formal mediante el método de la transformada de Fourier y
luego probaremos que la funcién hallada es la tinica solucién en S(R"™).

Suponemos que existe una solucién u. Aplicando la transformada de Fourier miembro a miembro
de Lu 4+ u = f, obtenemos:

py)ily) = f(y) Vy € R,

n n
donde p(y) = 1+ 4n> Z a;;y;y;- Usando que A es semidefinida positiva se tiene Z aijYily; >
i,j=1 i,j=1
0, por lo que p > 1 en R™. Luego,
A f(y) n
u(y) = == Vy e R".
p(y)

Obtenemos entonces la siguiente solucién formal:

u=F"(f/n) (15)

Veamos ahora que la funcién u en estd bien definida y que es la tnica solucién de la
ecuacién Lu+u = f en S(R™). Para ello, veremos primero que f/p € S(R™). Como f € S(R")
y p es un polinomio positivo en R, se tiene que f/p € C*°(R"™). Ademsds, para j € Ngy o € N,
se tiene:

sup (1+ |yl)ID*(f/p)(y)] < D (g) sup (14 |yl/)| D7 (1/p) ()1 D> f(y)].

yeR™ B<a yeR™

Notando ahora que D?(1/p) es una funcién racional con denominador p!®l > 1, vemos que
|DP(1/p)]| estd acotada por un polinomio. Usando ahora que f € S(R™), obtenemos que:

ﬁ@u + |y D (f/p) ()] < oo

Luego, f/p € S(R™). Usando que la transformada de Fourier es una biyeccién de S(R™) en
S(R™), vemos que u estd bien definida y pertenece a S(R™). En particular, se tiene:

ptu = F(Lu+ u),

asi que u satisface F(Lu + u) = f. Notando que Lu+u € S (R™), vemos que podemos anti-
transformar F(Lu 4+ u) = f y obtener que u es solucién de Lu + u = f.

Supongamos finalmente que existe v € S(R™) tal que Lv+v = f. Como L es un operador lineal,
se tiene que w = u — v € S(R™) es solucién de Lw + w = 0. Razonando como al comienzo, se



ve que w = 0. Usando nuevamente que la transformada de Fourier es una biyeccién de S(R™)
en S(R™) obtenemos que w = 0. Luego u es la unica solucién en S(R™).

Otra forma de ver que w = 0 es la siguiente. Multiplicando Lw 4+ w = 0 por w e integrando
por partes, se obtiene:

n

0= / w?(z) da —I—/ Z 0z, w(7) 0 w(x) dx > / w?(x) dz > 0,
" R™ =1

ya que w € S(R") (igualdad) y A es semidefinida positiva (primera desigualdad). Luego, w = 0.



4. Sean T > 0y u € C*1((0,1) x (0,7]) N C*([0,1] x [0,7]) una funcién que satisface:

up(z,t) — Uge(z,t) =0 €(0,1), t € (0,7,
uz(1,t) <0 <u,(0,t) t € (0,77,
u(z,0) <0 x € [0,1].

Demostrar que v < 0 en (0,1) x (0,77.

Sugerencia: Considerar la funcién u.(z,t) = u(z,t) + e(x(1 — z) — 2¢), (z,t) € [0,1] x [0,T], para € > 0 dado.

Resolucion. Anotamos Ur = (0, 1) x (0,7]. Consideramos ¢ > 0 y definimos:

ue(z,t) = u(z,t) + e(z(l — z) — 2t) (x,t) € Ur.

Ahora observamos que u. € C*(Ur) N C(Ur) y satisface:

Opus(x,t) — Oggue(x,t) =0 z € (0,1),t e (0,7T),

Oruc(1,t) < —e <0 t € (0,77,

Oruc(0,t) > ¢ >0 t € (0,77,

us(z,0) <ex(l — z) x € [0,1].

A continuacién vamos a demostrar que méx u. = m[%}i] ue(x,0). Notar que esto implica:
Ur z€l0,
u(x,t) = ue(x,t) —e(x(l —x) —2t) <e m{%}i] x(x—1)+ 2t < Z + 2T V(z,t) € Ur,
xe|0,

a partir de lo cual se obtiene u < 0 en Up, dada la arbitrariedad de € > 0.
Primero observamos que u. satisface el principio del débil maximo en Ur, asi que:

MAX Ue = MAX Ue,
Ur OpUr

donde:
OpUr = Ur \ Ur = ([0,1] x {0}) U ({0,1} x (0, T7).

Si el méximo de u sobre 0,Ur se alcanza en un punto de la forma (0,¢) con ¢t € (0,77, entonces
O0,us(0,t) < 0, lo cual da una contradiccién. Lo mismo ocurre si se supone que el méximo se
alcanza en un punto de la forma (1,¢) con ¢ € (0,T]. Por lo tanto,

max ue = max ug(x,0).
OpUr z€[0,1]



