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Objetivo: darnos una ducha a cierta temperatura Te .

x = T − Te

Caso sin retardo:

x ′(t) = −ax(t)

para cierta constante a > 0.

Las soluciones x(t) = x0e−at satisfacen

x(t)→ 0 para t → +∞.
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Versión más realista

Calé, Buenos Aires en camiseta.
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Modelo con retardo

x ′(t) = −ax(t − τ)

con τ > 0 retardo constante.

Ejemplo: a = 1, τ = π
2 =⇒ x(t) = sen(t) es solución, pues

x ′(t) = cos(t) = sen
(
π

2 − t
)

= −sen
(

t − π

2

)
= −x(t − τ).

Conclusión: las soluciones pueden oscilar.
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Valores caracteŕısticos

Caso τ = 0: x(t) = eλt =⇒ λeλt = −aeλt

χ(λ) := λ+ a (polinomio caracteŕıstico)

{Soluciones} = gen{e−at}.

Caso τ > 0: λeλt = −aeλ(t−τ)

χ(λ) = λ+ ae−λτ .

Valores caracteŕısticos: λ = x + iy con{
x = −ae−xτ cos(yτ)
y = ae−xτ sen(yτ).

Pablo Amster (UBA/IMAS) Ecuaciones diferenciales con retardo VirtUMA 2020 6 / 29



Infinitos valores caracteŕısticos

λ = −ae−λτ

z = 1
λ

=⇒ f (z) = 1,

donde
f (z) := −aze−τ/z f : C\{0} → C\{0}.

(Gran) Picard =⇒ #
(

f −1(1)
)

= ℵ0.
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Consejos para una buena ducha

χ(λ) = λ+ ae−λτ tiene:

2 ráıces reales si aτ < 1
e .

1 ráız real si aτ = 1
e .

ninguna ráız real si aτ > 1
e =⇒ todas las soluciones oscilan.

La ducha más temida:

aτ > π

2 =⇒ ∃λ/Re(λ) > 0
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Modelos elementales

x(t) : población a tiempo t.

Malthus:

x ′(t) = −dx(t) + bx(t) =⇒ x(t) = x(0)e(b−d)t

Con retardo:
x ′(t) = −dx(t) + bx(t − τ)

τ = tiempo hasta alcanzar la ‘madurez’.

Pablo Amster (UBA/IMAS) Ecuaciones diferenciales con retardo VirtUMA 2020 10 / 29



Ecuación loǵıstica

Verhulst:
x ′(t) = rx(t)(M − x(t)).

Con retardo (Hutchinson, 1948):

x ′(t) = rx(t)(M − x(t − τ)).
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Conjetura de Wright

Cherwell/Hoffman de Visme: argumento ‘heuŕıstico’ para el PNT:

y(x) mejor aproximación suave de π(x) =⇒

y ′′(x) = −y ′(x)y ′(
√

x)
2x .

Cambio de variables (Wright):

y ′(x) ln x = z , 2t = ln x

z ′(t) = ln 2 z(t)(1− z(t − 1))

r ≤ 3
2 =⇒ z ≡ 1 atractor de las soluciones positivas.
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lim
x→+∞

y(x) ln x
x =

L′H
lim

x→+∞

(
y ′(x) ln x + y(x)

x

)
=

L′H
1

=⇒ y(x) ∼ x
ln x para x � 0.

Problema linealizado:

w = z − 1, w ′(t) = −rw(t − 1) =⇒ 0 es atractor si r < π
2 .

Conjetura (1955): z = 1 es estable para r < π
2 .

Solución (J. van den Berg, J. Jaquette 2017): Wright was right!
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Modelo de Nicholson

x ′(t) = −dx(t) + px(t − τ)e−γx(t−τ).

Hechos básicos:
p ≤ d =⇒ no hay equilibrios positivos, 0 atractor global.
p > d =⇒ único equilibrio positivo e.
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Problema T -periódico

p(t), d(t) > 0 T -periódicas

Ejercicio: p(t) ≤ d(t) para todo t =⇒ 0 atractor =⇒ no hay soluciones
T -periódicas positivas.

Problema: p(t) > d(t) para todo t =⇒ soluciones T -periódicas?

Pequeña ayuda: se puede suponer T ≥ τ .
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Caso τ = 0: la respuesta no se hace esperar

x ′(t) = x(t)
(
−d(t) + p(t)e−γx(t)

)

Existencia y unicidad: x0 > 0 =⇒ ∃! x(t) con x(0) = x0.

x(t) = M � 0 =⇒ x ′(t) < 0,

0 < x(t) = r � 1 =⇒ x ′(t) > 0.
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Conclusión: x0 ∈ [r ,M] =⇒ x(t) ∈ [r ,M] para todo t > 0.

Bolzano (Brouwer) =⇒ ∃ x0 /x(T ) = x0.
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Caso τ > 0: Poincaré junto a un calefón

Repaso:

1 P(x0) := x(T ), bien definido, continuo (P = Poincaré).
2 P([r ,M]) ⊂ [r ,M].
3 Brouwer =⇒ P tiene un punto fijo.

Problema: extender la idea para τ > 0.
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PVI: Existencia, unicidad, continuidad

Valor inicial: ϕ ∈ C([−τ, 0]).

Paso a paso:
1 Resolver la ecuación ordinaria para t ∈ [0, τ ]:

x ′(t) = −d(t)x(t) + p(t)ϕ(t)e−γϕ(t), x(0) = ϕ(0).

2 Usando la solución en [0, τ ], resolver ahora en [τ, 2τ ].
3 Etc.
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Poincaré en dimensión infinita

ϕ ∈ C([−τ, 0]), definimos

Pϕ(θ) := xϕ(T + θ) θ ∈ [−τ, 0].

Luego
P : dom(P) ⊂ C([−τ, 0])→ C([−τ, 0])

es continuo.
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Puntos fijos de P

Teorema (Schauder):

E espacio de Banach, C ⊂ E cerrado, convexo y acotado. Si f : C → C es
continua y f (C) es compacto, entonces existe x ∈ C tal que f (x) = x .

Aplicación a Nicholson:

C := {ϕ ∈ C([−τ, 0]) : ε ≤ ϕ(t) ≤ M}

x ′(t) = −d(t)x(t) + p(t)x(t − τ)e−γx(t−τ)

Como antes, x(t) = M � 0 =⇒ x ′(t) < 0.
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Cotas inferiores

x ′(t) = −d(t)x(t) + p(t)x(t − τ)e−γx(t−τ)

x(t) ≥ ε = x(t0) =⇒ x ′(t0) ≥ −d(t0)ε+ p(t0)εe−γε > 0.

Compacidad: ‖xϕ‖∞ ≤ M =⇒ ‖x ′ϕ‖∞ acotado.
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Echando más topoloǵıa al fuego

u′(t) = g(u(t)) + p(t, u(t), u(t − τ)))

g , p continuas y acotadas, p es T -periódica en t.

Landesman-Lazer:

|g(±∞)| > ‖p‖∞, g(+∞)g(−∞) < 0.

Condición de Nirenberg (n = 2):

lim
s→+∞

g(seit) := γ(t)

uniformemente para t ∈ [0, 2π].
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Teorema:
1 lim inf |u|→∞ |g(u)| > ‖p‖∞.
2 I(γ, 0) 6= 0.

Entonces hay soluciones T -periódicas.

Condición de Ortega:

lim
s→+∞

g(seit)
|g(seit)| := γ(t)

uniformemente para t ∈ [0, 2π].

Caso especial: g(x , y) = ∇G(x , y) =⇒ no hace falta pedir g acotada.
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Por ejemplo...

z ′(t) = g(z(t)) + p(t, z(t), z(t − τ)))

g un polinomio =⇒ es un sistema gradiente.

Explicación directa: z solución T -periódica =⇒

z ′(t)z ′(t) = (g ◦ z)′(t) + p(t, z(t), z(t − τ)))z ′(t)∫ T

0
|z ′(t)|2 dt ≤ ‖p(t, z(t), z(t − τ))‖L2‖z ′‖L2

‖z ′‖L2 ≤ T 1/2‖p‖∞
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Además lim inf |z|→∞ |g(z)| =∞ y

lim
s→+∞

g(seit)
|g(seit)| = an

|an|
e−int

cuyo ı́ndice es −n.

En particular,

p = 0 =⇒ ‖z ′‖L2 ≤ 0 =⇒ z constante, g(z) = 0.

Para pensar: ¿por qué no funciona si g no es un polinomio?
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Gracias por su atención!!
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