ANALISIS ARMONICO - 2do. Cuatrimestre, 2016
Practica 4 - H' y BMO

Ejercicio 1. (Nicleo de Poisson en R™)

Probar que
. 1
(ei%‘xl) =Cn g
(L+g2)"
Para eso, deducir primero que
e~ P gy,

el =— —
v Jo Vu
usando las igualdades

e P =2 Clo_iff dx, B > 0 (aplicar residuos a e#* /(1 + 22)

. 1+1;p2 = Jo° e~ (Hau gy,
Ejercicio 2. Probar que si f(z) € L?*(R) es tal que zf(z) € L*(R) y
75 f(@)dx = 0, entonces f y su transformada de Hilbert estdn en L'(R)
(es decir, f € H'(R)).

Ejercicio 3. Probar que H!(R") C L*(R") con la definicién
H'={feS,:supf*P cL'}
>0

Ejercicio 4. Demostrar la existencia de descomposicién atémica en (2, p)-
atomos para HP cuando p < 1 siguiendo la demostraciéon de Wilson.

Ejercicio 5. (Interpolacion con H')

Sea 1 < p < oo y sea T un operador subaditivo que manda H'(R") +
LP1(R™) en funciones medibles de R"™. Supongamos que para toda f €
H!(R™) y para todo A > 0 vale:

[V
A

{z € R™: |T(f)(x)] > A}/ < CHprl

= Sean 1 < ¢ < p < p; < ooy sea (; la familia de cubos maximales
diddicos tales que A7 < |Q;|7! fQj |f|?dz. Notar que si E\ = UQy,

entonces F) C {(M(\f]q))% > ALy |f| < A et.p(Ey)C.
= Descomponer f = gy + by, con

9x = fX(Ey)e T Z fa;xq;
j

{z e R": [T(f)(z)| > A} < C

by=> b, donde ¥ = (f - fo,)xq,
J
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» Probar que g\ € LP1(R™) N L>®(R™) y que
Hg)\”oo < 24\

npy
Al < /|f<A|f(w)\pl dz 4+ 25 P | < oo,

» Probar que para una constante ¢ = ¢(n, q) adecuada, c)\_1|Qj|_1b§\ es
un (1, g)-4tomo. Deducir que by € H'(R") y que satisface

oAl < CAY Q| < eA|Ex| < o0
J
= Usando que

< 1 Sl 1
A < [T > gl aie? [T B > o i

deducir que para cualquier f € LP(R") (1 < p < p1 < 00), [T, <
Cllfllp

» Probar que si p1 = oo, [T'(g))] < 02%)\, y deducir que el resultado
anterior también vale eligiendo v adecuadamente para que la integral
que involucra a gy sea nula.

Ejercicio 6. Probar que f € BMO = |f| € BMO, pero la reciproca no es
cierta.

Ejercicio 7. Probar que log|z| € BMO(R) pero |log|z|[P ¢ BMO(R) si
1 <p<oo.

Ejercicio 8. Probar que para 1 < p < oo existen constantes Cy y Cs tales
que

1 1/p 1
Crsup <LQ| /Q If(rr)—fQ”d:r) <] < Cosup (Q| /Q |f<x>—fQ|pdx>

1/p



