ANALISIS ARMONICO - 2do. Cuatrimestre, 2014
Practica 2 - Transformadas de Fourier y de Hilbert

Ejercicio 1. Mostrar que existe una funcién f € L'[—7, 7] tal que Hf no pertenece a L'[—m, 7).
Sugerencia: Probar que H : L'[—m, 7] — L'[—, 7] es no acotado y usar después gréfico cerrado.

Ejercicio 2. Notacién: dada f medible en R, x € R™, y a > 0, notamos los operadores de traslacion,
diltacién y reflexién como:

() = flz—y)
0“(f)(x) = f(ax)
) = f(-=)
Probar que dadas f,g € S(R"),y € R",b € C,a un multiindice, y a > 0, valen las siguientes
propiedades
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Ejercicio 3. Desigualdad de Hausdorff-Young
Probar que si f € LP(R™) con 1 < p < 2, entonces

1l < CllFllze
(se puede ver que C' = 1 si en lugar del teorema de Marcinkiewicz se usa otro método de interpolacion).

Ejercicio 4. Lema de Riemann-Lebesgue
Probar que si f € LY(R™), entonces |f(¢)| — 0 cuando |¢] — oc.

Ejercicio 5. Sean f(z) = x[—11j(z) ¥
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Probar que
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Ejercicio 6. Sea f € L'(R) tal que para algin 0 < o < 1
A 1
f(&) :O<’£‘1+a> (€] = o0).

Probar que entonces f satisface una condicién de Holder de orden «, es decir,

[f(z+h) = f(x)] < M|
1



2

para algin M > 0 y para todo z,h € R. (Sugerencia: usar la formula de inversién de Fourier para
escribir f(z + h) — f(x) como una integral que involucre a f y estimar por separado la integral para

[l < 1/|hl y |€] = 1/[R]).

Ejercicio 7. Probar que la transformada de Fourier de una funcién radial es radial, y que los productos
y convoluciones de funciones radiales son radiales.

Ejercicio 8. Ejemplo de funciones de soporte compacto en S(R)
» Seana <by ftal que f(x) =0siz<aoxz>by
f(z) = e 1/ (@=a)g=1/(b=2) sia <z <b.

Mostrar que f es infinitamente diferenciable en R.

» Probar que existe una funcién F' infinitamente diferenciable en R tal que F(z) = 0 si z < q,
F(x)=1siz>by F es estrictamente creciente en [a, b].

» Sea § > 0 suficientemente chico para que valga a + § < b — §. Probar que existe una funcién g
infinitamente diferenciable en R tal que g(z) =0siz <aox >b,g=1lenfa+6,b—0]y ges
estrictamente mondtona en [a,a + d] y [b — 9, b)].

Ejercicio 9. Autovalores de la transformada de Fourier
» Probar que si f(z) = e ™"° entonces f(&) = f(€).
» Probar que los autovalores de la transformada de Fourier son —1,1, —i,4. (Sugerencia: tener el
cuenta el item anterior y probar que se pueden elegir a, b, ¢, d apropiados para que me‘”Q, (a+
bm2)e*”2, (cx + dz®)e~ ™" sean autofunciones).

Ejercicio 10. Demostracion alternativa del teorema de Weierstrass
Sean L, los nicleos de Landau, dados por

(1—22)™ . 1<zx<1
L ) = 7071 S1 — ST S
(@) { 0 si x| > 1

donde ¢, es tal que ffooo Ly(x)dx = 1. Probar que si f es una funcién continua soportada en
[—1/2,1/2], entonces (f * L,)(x) es una sucesién de polinomios en [—1/2,1/2] que converge uni-
formemente a f. (Sugerencia: probar primero que ¢, > 2/(n + 1)).

Ejercicio 11. Probar que

Ejercicio 12. Probar que

Ejercicio 13. Probar que si f € L'(R) y Hf € L'(R), entonces [ f =0

Ejercicio 14. Sea T un operador acotado en L2(R) que satisface las siguientes propiedades:

= T conmuta con traslaciones.
= T conmuta con dilataciones positivas.
» T anticonmuta con la reflexién f(z) — f(—=z).

Probar que entonces T es la transformada de Hilbert por una constante.



