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15 Apéndice: factorizaciéon en cuerpos finitos

Voy a presentar ahora, como broche de oro sobre la caracterizacion de cuerpos
finitos, el Algoritmo de Berlekamp, para factorizar f € F,n[X] de una forma para
nada trivial y mucho maés eficiente que usar fuerza bruta (Elwyn Berlekamp, 1940-
2019). Este algoritmo es histéricamente importante por ser el primer algoritmo de
factorizacién que funciona bien en la préactica, aunque tiene sus bemoles.

Por simplicidad, porque lo que me interesa aqui es solamente mostrar todo lo que
significa la caraceterizacién que vimos de cuerpos finitos, la potencia que tiene, voy
a asumir que f € F,[X] es ménico y libre de cuadrados, y lo quiero factorizar en
F,[X]. O sea sabemos que

f=pi---ps con py,...,ps € F,[X] irreducibles moénicos distintos,
y los queremos encontrar.

(1) Sea
A =T [X]/(f),

que es una F,-dlgebra (anillo con las operaciones médulo f y IF,-espacio vectorial),
con base como IF,-algebra

(1,X,---, X" donde d:=gr(f).

Por el Teorema Chino del Resto, dado que f es producto de irreducibles distintos,
tenemos que

m: A=F[X]/(f) — )& &F)[X]/(p)
gr— @G ..., 7

es un isomorfismo de dlgebras (tanto de anillos como de F,-e.v.). Aqui g denota la
clase de ¢ mod f y §° denota la clase de ¢ mod p;, 1 <i < s:

Esto lo vieron en Algebra II pero por las dudas lo repasamos: m = m X --- X 7,

donde
o i E X)) = EX]/(p), 7~ F estd b

—i

G=h < flg—h = pilg—h & 7 =h.
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e Es morfismo de anillos y de F,-e.v. pues a,b € F, satisfacen @' = b sa=b.

(Notar que m(9) = @' < pilg—9: vy m(g) =a€F, & pilg—a).
e Esmono pues ¢ =0 < p;|g yporlotanto g =0, Vi & flg & g=0.

e Es epi: son dos F,-e.v. con gr(f) = dimg,(A) = dimg,(7(A)) por ser 7

mono, y dimg, ([, Fp[X]/(p:;)) = >, gr(ps) = gr(f). Por lo tanto como la
dimension de la imagen y del codominio coinciden, 7 es epi.

Conclusién:
m:A— Eyx---xE; con A=TF,[X]/(f) v Ei=F,[X]|/{p;), 1 <i<s,

es isomorfismo de algebras, y notar que E; = F,[X]/(p;) es un cuerpo que contiene
a lF,, ie.
E; =F =F, (X" — X) sigr(p) = d;.

p
(2) Sean ahora

L: A— A , g—g¢'—g
Li: B — E , gr—g —g, 1<i<s.

L, L;, 1 <1< s son transformaciones lineales de IF,-e.v. pues por Frobenius,
o Lg+h)=(g+hP—(9+h)=g"+h —g—h=L(g)+ L(h)
o Liag)=(ag)’ —(ag) =a’g’ —ag=ag’ —ag=a(g’ —g) = aL(g).

y lo mismo para L;.

Se tiene
L|EZ:LZ y L:L1X"‘XL33

Si 7(g) = (g1, -.,9s) donde g; = m;(g) = g modp;, entonces
m(L(g)) =m(¢" —g9) = (& — g1, 9 — 9s) = (La(9), -+ , La(9))
pues 7 es isomorfismo de algebras.
(3) Estudio de Nu(L):
Nu(L)={g€A: g —g=0} ~Nu(L;y) x --- x Nu(Ly)
donde
Nu(L)) ={g; € Ei: g —9: =0} CE; = F,, = Nu(L;)=F, C E;.
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Por lo tanto,

Segunda conclusién:

dimg, (Nu(L)) = s := # factores irreducibles de f.

Podemos calcular facilmente una base de Nu(L) por ejemplo triangulando la matriz
de la t.1. L en la base canoénica ( L, X4 1) de A. Y de paso deducir s.

Notar que el hecho que Nu(L;) = IFp C E; = IFp implica en particular que en el
teorema chino del resto,

geNu(L) <= 7(g9) = (m(g).....,m(g)) € F. (1)

(4) Afirmaciones:

(a) Sea g € A. Entonces,

geNu(L) «— f= Hmcd(f,g—a).

a€lFy

Prueba.— Sabemos que para todo g € A, ¢g? — g = H (g — a). Entonces

a€lFy,
geNu(L) <= ¢*—g=0en A <= f|g"—g
<:>f]H —a) <:>mcde ) =/

a€lfp a€lfy

— || med(f,g—a) = f.
g—alg—>b
a€lfp
|

Usando distintos g € Nu(L) conseguiremos eventualmente “quebrar” f. Pero no
todos los g € Nu(L) sirven. Por ejemplo g =1 € Nu(L) no aporta nada pues

med(f,1—a)=f si a=1ymed(f,1—a)=1 si a#1.

Tenemos que garantizar que recorriendo g € Nu(f) conseguimos quebrar completa-
mente f.

(b) Sean g € Nu(L) y a € F,. Entonces

med(f,g—a) #1 <= existe i, 1 <i<s, tqm(g) =a.
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Prueba.—  Se tiene

med(f,g—a) #1 < existe i, 1 <i1<s, tq p;|g—a
< existe i, 1 <1<s, tq g =a mod p;
< existe i, 1 <i<s, tq m(g) = a.

De (a) y (b) se deduce:

(c) Sea g € Nu(L) tq 7(g) = (a1,...,a,) €F,, y sea

{b1,...,b} el conjunto de elementos distintos entre {ay,...,as}. Entonces
f=1] med(f,g—b).
1<i<t

(d) Sea B:=(1,¢s,...,9s) base de Nu(L), ysea g€ B con g # 1.
Entonces existe 1 <i # j <s tq m(g) # m;(g)-

Prueba.— Si para g € B, g # 1, fuera m;(g) = m;(g) para todo 1, j, entonces se
tendria

m(g) = (a,---,a)=a(l,...,1) € F} = g=a-lcA

Pero g li. con 1 pues forma parte de B. jAbsurdo!

(e) Sea 1<i#j<s. Entonces

existe g € B := (1,92, o 793) tq mi(g) # mi(9)-

Prueba.—  Si no fuera asi, existen i # j tq m(g) = m;(g) para todo g € B y por
lo tanto se tendria

m(B) C {(v1,...,7,) €F,: x; —x; =0},

s . . . : s |
o sea B que genera [ estarfa incluido en un subespacio propio de F,. jAbsurdo!
"

Conclusién: Dado que m;(9) = a < p;|g — a, (e) se tiene que interpretar como
que para todo i # j, existe g € B tq p;|g—a; y pj|g—a;: losirreducibles p; # p,
son “separados”por algun elemento de la base.



Algoritmo:
1. Calculo base B ={1,gs,...,9s} de Nu(L).
2. Tomo sucesivamente g # 1 en B y a € F, y calculo med(f, g — a), hasta

llegar a s factores distintos, que forsozamente seran los s factores irreducibles
p; si los consigo con el mismo ¢. Sino ;jme las rebusco?

e La correctitud del algoritmo esta garantizada por las afirmaciones anteriores.

e Costo: O(pd®) si d = gr(f) (contra O(p?) si se aplica fuerza bruta).

Ejemplo
Sea f=X5—2X*"— X34 X? 41 en F7[X].
e Basede A: (1,X,X? X3 X*) y L(g) = g" — g. Calculemos [L] en esa base.

- 1—=0

— X X" - X =4X*+3X3 + X2 +4X +2

— X2 XM - X2 =6X*+6X34+2X2+ X +6
— X3 X - X3 =5X*+5X34+4X2+2X +5
— Xt X® X4 =6X3+2X2+ X +5

02655 01001
04121 00124
Lj={o1242~00000
036756 00000
04650 00000

e dmNu(L)=3y B= (1,90 = X® —2X? g3 = X* —4X? - X).

— med(f,g2) =1

— med(f, g2 — 1) = X3 —-2X?% -1
— med(f, g2 —2) =1

— med(f,g2—3) =1

— med(f,go—4) =X +1

— med(f, g2 —5) =1

— med(f,g2o—6) =X —1

Encontramos 3 factores y son coprimos entre si: son todos.

f=(X=2X? - 1)(X+1)(X —-1) en F/X].



