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Resumen y mas
Sea FE/K finita y normal, G = Gal(FE/K).
o I =FEE; = E;(a) Galois finita /E;,
E;=E°, [E:E]=|G|=:r,
flaE) = (X —an)- (X — ) € E[X]

e K =E,NE; y E;=K(p) Galois finita /K,
[Es: K|=[E:E]=r,
f(B,K) = (X =p1)--- (X = f) € K[X]

(jOjo! sin relacién entre o y )

e F/E, y E;//K pi.,
[E: Es| = [E;: K] =p° para algtin e € Ny.

o FE.NK(a)=K(a)s

e f(a,K)= ((X —ay)-- (X — ocr))pk para algtin k <e
v flo, By) = (X —a)?" (mismo k).

(jOjo! puede ser k < e: « no tiene por qué ser elemento primitivo de E/K)

Ejemplo que muestra esto tltimo

K =TFy(t,u) y F = K(V, ¢/a):

Vimos que E/K no es simple y [E: K] = p?.
Ademds, F/K es p.., y normal, con G = {idg}.
E=E, =Efa), VacE

Pero E # K(«)...

Y Es=K=K(§), VBeK.




13.7 Norma y traza en extensiones finitas

Definicién 13.7.1  (Norma y traza)
Sea E/K finita y sea o € E.

e Latrazade o en E/K es

Trp/k (o) = [E: K], Z o(a).
o€Hom(E/K,K/K)

Si E = K(a), se conviene la notacion Tr(a) := Trg )k ().

e Lanormade a en E/K es

Nk (o) == ( H J(a))[E:K]i.

c€Hom(E/K,K/K)
Si E = K(a), se conviene la notacion N(a) := Ng)/x () .
Observaciones

e En principio, Trp/r(), Np/r(a) € K.

e Si E/K es finita separable, entonces

Trg/k(a) = Z o) vy Ngla):= H o(a).
c€Hom(E/K,K/K) o€Hom(E/K,K/K)
e Si F/K es finita no separable, con car(K) = p, entonces

Trp/k() =0, Va € E, pues [E:K];=p°=0 en E.

Teorema 13.7.2  (Trg/k(a), Ng/k(a) € K)
Sea E/K finita. Entonces

1. Trg/x : B — K es una K -transformacion lineal.
En particular Trp/x(a) € K, Va € E.
2. Ng/x : EX — K> es un morfismo de grupos multiplicativos.

En particular Ng/g(o) € K, Va € E.



Prueba.—

Vamos a hacer la demostracion por pasos. La parte menos obvia es probar que
Trg/k(a) ,\Ng/x(o) € K, Va € E. La linealidad de la traza y la multiplicativi-
dad de la norma son triviales como vemos en el siguiente lema, que se deja para
demostrar.

Lema 13.7.3
Sean E/K finita y o, € E. Entonces

Trg/x(a+ B8) = Trg/x(a) + Trgx(8) ¥y Ne/x(aB) = Ngjx(a)Ng/x(8).

Vamos entonces a probar que Trg/k(a) ,Ng/k(a) € K, Va € E, en casos:

(1) Caso E = K(a) con « separable /K :

Sea
flo, K) = H (X —o(a))
o€Hom (K (a)/K,K/K)
=X -—a) - (X—a,) = X" +a, X"+ +a € K[X]
Entonces
o Tr(a)= Z ola) = a1+ +a, = —a,_1 € K.
ocHom(K (o) /K,K/K)
e N(a) = 1T ola) = ar---ap = (=1)ay € K,

o€Hom (K (a)/K,K/K)

ysia#0, ola) #0, Vo € Hom(K(a)/K,K/K) = N(a)e€ K*.

(2) Caso E/K finita separable:

Dado que todo ¢ € Hom(E/K, K/K)

es (en forma tnica) de la forma o = o7
con 1) extensién fijada a K

de ¥ € Hom(K(a)/K,K/K),

y 7 € Hom(E/K (a), K/K(a)), tenemos



QTI'E/K(Oé) = Z U(a) = Z EOT(O'/)

o€Hom(E/K,K/K) Te€Hom(E/K (o), K/K(a))
YeHom (K (a)/K,K/K)

— ZE(ZT(Q)) o Z@([E : K ()]
(U (4

T

e [E:K()]) 4(a) = [E: K(a)|Tr(e) € K

o Np/x(a) = 11 o(a) = II ¥ or1()
o€Hom(E/K,K/K) TEHom(E/K(a),fLK(a))
YeHom(K (a)/K,K/K)

- HE(HT(@)) T(oj—a HE(Q[E:K(Q)])
0 T Y

= Jw@)EE@ = N(@)BE@L e KX siae B
P(a)=v(a) "

(3) Caso E/K finita arbitraria:

e Si E/K noesseparable, Trg k(o) =0 € K ysi E/K separable, Trg/x € K .
e Para la norma, para a # 0:

Ne/w(a) = 11 o(a) ™" = 11 o (alF Kl

ocHom(E/K,K/K) occHom(E/K,K/K)

_ H U(a[E:K}i) _ NES/K(@[E:K]i) c KX

a[E:K]ieES o
O'EHOm(Es/K7K/K)

pues Pl L0 sia#0.

Antes observamos que si la extension es no separable, entonces la traza es nula, o
sea que si la traza es no nula, entonces la extension es separable. De hecho podemos
probar que es un si y solo si.

Proposicién 13.7.4  (La traza es no nula < FE/K es separable)
Sea E/K finita. Entonces

Trg/x : E— K esunatl nonula <= E/K es separable.
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Prueba.—

Solo falta probar que si E//K es separable, entonces Trg/x # 0.
Sea 6 € E tal que E = K () con minimal de grado n

y sea Hom(E/K,K/K) = {o1,...,0,}.

Miremos entonces la traza sobre la base (1,6,...,0"!) de E/K.

Tr(l)=14---4+1=mn (que puede ser 0 si car(K) |n)
Tr(0) = o1(0) + - - - + 0,(0)

Tr(0" ) = (0" )+ + o0 = () -+ o, ()
., Pueden ser todos nulos? ;Puede ser

1 e 1
o1(0) ... o.(0)

o (01 . an(8)

i'Qué es esto? jLa matriz de la izquierda es una matriz de Vandermonde! con
determinante

H (0j(0) — 0:(0)) # 0 pues 0;(f) # 0;(f) para i # j.

1<i<j<n

O sea multiplicar por esa matriz es una transformacion lineal inversible.... {No puede
dar 0!

La proposicion siguiente establece el comportamiento de la traza y la norma bajo
inmersiones e incluye grados de separabilidad e inseparabilidad que podriamos haber
visto antes.

Proposicién 13.7.5  (Traza y norma vs. inmersiones)
Sea E/K finita, 7 € Hom(E/K,K/K) y a € E. Entonces

1. [7(E):K|s=[F:K|s y |[1(F):K|;=[F:K]|

2. Trymyk(t(a)) = Trgk(a) vy Nemyx(r(a)) = Ng/x(a)



Prueba.—

(1) [7(E) : K], = #Hom(7(E)/K,K/K) = #Hom(E/K, K /K) = [E : K],
pues E ~ 7(F) implica que hay una biyeccién entre

{o: E?f} y {¢: T(E)?F}

Ademsés [r(E): K] =[E : K| pues 7(F) y E son isomorfos como K -e.v.
Estas dos cosas implican [7(F) : K|; = [E : KJ;.

(2)
Tr oy 5 (7(a)) = [7(E) : K], > U(r(a))

weHom(T(E)/K,K/K)

= [E: KJ; > o(a) = Trgk(a).

oc€Hom(E/K,K/K)

Idem para la norma.

Proposicién 13.7.6  (Traza y norma vs. torres)
Sea E/F/K wuna torre finita y o € E. Entonces

o Trp/k(a)= TrF/K(TrE/F(a))

o Npx(a) =Ny (Npyr(a)

Prueba.—

Es exactamente la misma demostracién que hicimos en el caso F' = K(«) usando
que si o0 € Hom(E/K, K/K) entonces existen tnicos ¢ € Hom(F/K,K/K) y
7€ Hom(E/F,K/F) tal que c = o7,y que [F: K|, =[E: F|;[F: K];.
Completarla.

n

Para finalizar, otra forma de ver la traza y la norma en extensiones finitas separables.

Proposicién 13.7.7  (El morfismo multiplicar por «)
Sea E/K finita y separable, y sea o € E.
Definimos my, - E — E, x +— ax la multiplicacion por o en E.

Entonces my € Endg(F), i.e. es un K -endomorfismo de E como K -e.v, y se
tiene

tr(ma) = Trg/x(a) y  det(ma) = Ng/k (o).
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Prueba.—
Claramente m,, € Endg(F) pues my(z) € E, VYo € E|y

e my(r+y) =alx+y)=ar+ay =my(x) +mu(y)
o my(ax) = alar) = aax = amy(x)
Probemos las dos afirmaciones, nuevamente por casos.
(1) Caso E = K(a):
Se tiene tr(mg) = tr([ma)s) v det(my) = det([ma]5)
donde B es cualquier base de E como K -e.v.

Sea B=(1,a,...,a" '), donde f(a,K)=X"+a, 1 X" '+ +ag.

Entonces

0 -+ 0 —ag
1 —aq

[ma]B = . . = Of(oz,K)7
0 1 —Qp—1

la matriz companera de f(a, K), de la cual sabemos que x,,, = f(«a, K).
Con lo cual tr(my,) = Tr(a) y det(m,) = N(«).

(2) Caso a€ E:

Sea (f1,...,0,) una base de E/K(a) y como antes (1,q,...,a" 1) la base de
K(a)/K de modo que

B=(01,...,00a" 0y, ..., 002" . O, O™
es base de E/K .
Entonces [m,|s es una matriz diagonal en bloques,
compuesta por m bloques iguales a Cf, k).
Y por lo tanto

Xma = f(a, K)" = (X" + a1 X" 4+ ag)"™,

y usando que m = [E : K(«)], se concluye

tr(mea) = coefte de X" ! = —ma,_, = Trg/k(a),

det(mq) = coefte constante = ((—1)"ag)™ = Ng k().

]



