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Ejemplo  (Q(¢)/Q)

Por simplicidad para mi, & =: w
Gal(Q(w)/Q) ~ (Z/72)* = {1,2,3,4,5,6} = (3) = (4)
O sea G := Gal(Q(w)/Q) = (o) con por ejemplo o(w) = w?:
wrs W s s ot Y S o S wt S w.
Los subgrupos de G son
{idgew)} +» (> we—w?) | (Prw—w™) G

Notar que H, := (0?) tiene orden 3 y Hj := (o) tiene orden 2.

. Quienes son las subextensiones
F=Qw)™ y F=Qw)™ 7

Fijarse que como en el caso anterior Fy = Q(w)?" y [Q(w) : F3] = 2 implican
F3 = Qw +w™) pues o*(w +w™!) = w+w™ implica que Qw +w™) C F3
pero por otro lado la inclusién no puede ser estricta, pues w +w™! ¢ Q dado que
clwtw ) =wd+w3£w+wl.

Asi, F3=Q(w+w™) = Q(cos(2m/7)) C R.

Busquemos quién es F;. Por las dudas que no se nos ocurra podemos hacerlo a

mano trabajando con la base de Q(w)/Q:

6

Necesitamos 02((1) = o para o = a1w + a2w2 + a3w3 + a4w4 + a5w5 + agw® escrito

en términos de la base {w,...,w%} de Q(w)/Q.
Pero

6 5

a1w + a2w2 + a3w3 + a4w4 + a5w5 + agw ‘i> ale + a2w4 + a3w6 + aqw + a5w3 + agw
asi que tiene que ser
ay =4a4 , G2 =01, 3 =0as , Q4 = a2 , a5 = 4g , Gg = a3,
es decir
o*a) =a <= a=a(w+w+w')+aw®+w’ + ).
O sea

F=Qw+w +uwhw +uw+uwh) =Qw+w? +w?),
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pues
[F:Q =2 vy ow+tw’+uw!) =w’+uw’+uw’ £ w+tw’+uw
implican Q € Q(w + w? + w*) = Fy.

Mas atun

flw+w+w’,Q) = (X — (w+w’ +wh) (X — (W +w +u°)

14T 1=V
2

=X’ +X+2 = (X - ) (X - 5

Esto implica que Fy, = Q(w + w? +w?) = Q(v/-7).
(La extensiéon Q(w)/Q contiene la subextension no real Q(+/—7).)

Miremos ahora como expresar w:
flw+ w Q) = (X — (w+ w_l)) (X — (w3 + w_?’)) (X — (w2 + w_2))
= X34+ X2 -2X —1,

! (y por lo tanto cos(2m/7)) por radicales, y después

y podemos expresar w + w™
flw,B)=X-w)X -w ) =X~ (w+w )X +1,

y también podemos expresar w por radicales en funcién de w + w™!.

En particular w se puede expresar por radicales...

Esto se dio en la practica asi que lo salteamos.
Subextensiones cuadraticas de Q(¢,)/Q:

La proposicién siguiente, que podriamos haber visto antes, puede ser util independi-
entemente de las extensiones ciclotomicas, y permite reintroducir el discriminante.

Proposicién 10.2.3  (El discriminante)

Sea f=(X—ay) (X —a,) € K|X] un polinomio separable de grado n, y sea

A(f) = [[(ai — a;)? € K(f)?

i>j

su discriminante. Entonces



1. A(f) e K
2. A(f) e K? — K(/A(f)) =K <= Gal(f/K) C A,.

Prueba.—

1. Sabemos que Gal(f/K) C S, ,y para todo o € S,

o(A() = [J(o(@w) = alay))* = A(f).

i>j
Por lo tanto A(f) € K.

2. Notar que entonces /A(f) = H(ai —a;) € K(f) define a lo sumo una
i>j
subextensién cuadratica de K(f)/K :

A(f) e K* < K(GH/A(f)) =K.

Ademads, para todo o € S,

o(VA() = [[(o(as) = a(ey)) = sg(0) /A,

1>7

donde sg(c) =1 < o es una permutacién par, y sg(c) = —1 si o es una
permutacién impar.

Por lo tanto o(\/A(f)) = VA(f) & o€ A,. Asi,

K(GW/A(f) ¢ K(f)UWE = K«  Gal(f/K) C A,.

Proposicién 10.2.4  (Subextensiones cuadraticas de Q(¢,)/Q)

Sea p primo impar, entonces la subextension cuadrdatica de Q(€,)/Q es:
QH/p) si p=1(4) y Q(v—p) st p=3(4).

Prueba.—

Como p — 1 es par, sabemos que Gal(Q(§,)/Q) admite un (dnico) subgrupo de
indice 2, y por lo tanto Q(¢,)/Q admite una subextensién de grado 2, que es tnica.



Como Q(&,) = Q(XP — 1), para & :=¢&), 1 <i < p, tenemos

[Te-or = (IIE-9) (TTe-4).

1>7 >] 1>7

AXP—1) =

donde los productos en los dos paréntesis son ... jun determinante de Vandermonde!
por lo tanto

1
A(XP—1) = det 5:1
&
p 0
0
= det )
0 p
= (=)

usando que & +---+ & =0y ﬂg

En conclusion,

AXP—1) =

1 ~1
L & &

g:,, det | : z

gp.—l 1 5}3 55_1

1

0

p

0

PP osi o p=1(4)

—pP st p=3(4)

—i—---—i—f;f:() para 1 <k<p-—1.

pTp si p=1
p%ﬁ si p=3

Osea \/p €Q) sip=1(4) y vV—p €Q() sip=3(4).




11 Dos aplicaciones de la teoria de (zalois

11.1 C es algebraicamente cerrado

Supongamos que C no es algebraicamente cerrado.

Entonces existe una extensiéon E/C finita con E/R Galois.

Entonces |Gal(E/R)| = 2¥m con m impary k> 1.

Por lo tanto 3H C Gal(E/R) 2-subgrupo de Sylow,

y entonces [Ef i R] =m.

Pero como R no tiene extensiones de grado impar> 1, m = 1.

Asf |Gal(E/R)| = 2% y como C C E y E/C Galois, |Gal(E/C)| = 21,

Y si k > 2, por ser 2-grupo, Gal(E/C) tiene un subgrupo H’ de orden 2¢°2 vy
por lo tanto [E®" : C] = 2.

o sea C tiene una extension cuadratica...

Conclusion: esta demo usa las dos mismas herramientas que ya habiamos usado:
e que todo polinomio de grado impar en R[X] tiene una raiz en R

e que todo polinomio de grado 2 en C[X] tiene sus raices en C.

11.2 La ecuacion general de grado n

El grupo de Galois de la ecuacién general de grado n es S, :

Sea
F=X" =51 (X1, ., X)X oo (1) s (X, .., X)),
E:=K(sy(X),...,sp(X)) v E(f) = BE(Xy,...,Xn) = K(X1,...,X,).

Sy, es un grupo finito de automorfismos de K (X7,...,X,).
Entonces por el lema de Artin, K(Xy,...,X,)/K(Xy,...,X,)%
es Galois finita, y Gal(K (X1,...,X,)/K(X1,...,X,)%) = S,.
Pero £ = K(51(X),...,s.(X)) C K(Xy,...,X,)"

vy Gal(E(f)/E) C Sy:

Concluimos que Gal(K(Xy,...,X,)/K(s1(X), -+ ,s.(X)) = S,.
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12 Extensiones resolubles por radicales

12.1 Independencia lineal de caracteres

Empezamos esta seccién con un resultado general y una consecuencia, notorios en
si mismos, que nos van a ser utiles para el desarrollo de la teoria de las extensiones
resolubles por radicales.

Nota: Un caracter de un grupo G' en un cuerpo E es simplemente un morfismo de
G en el grupo multiplicativo E* (Artin, 1966).

Proposicién 12.1.1  (Independencia lineal de caracteres)
Sea E un cuerpo y sean o1,...,0, automorfismos distintos de E .
Entonces o1, ...,0, son linealmente independientes sobre F, es decir,

dados aq,...,a, € F,
@mor+--+a,0,=0 = a=---=a,=0,
donde
ao1+--+a,0,=0 <= (@014 --+a,0,)(a)=0, YVa€eE.
Dicho reciprocamente,

(a,...,a,) #(0,...,0) € E" = ajo1+--+a,0,#0
= dacFE tqg (mpor+--+apo,)(a) #0

Prueba.—
Hacemos la demostracion en la cantidad n de caracteres o;.

n=1:

ac(a) =0, VaeE = a=0 yaque o € Aut(F) = dJa€F tqo(a)=1

n>1:
Como o7 # 09, existe § € E tq 01(8) # 0o(5), y ademds como 5 # 0, o1(8) # 0.



Supongamos
ayo1(a) +azoa(a) +---+apo,(a) =0, VaeFE (1)
En particular

ar o1(Ba) + azoa(Ba) + -+ -+ a,0,(fa) =0, VaeE
= ay 01(B)o1(a) + az o9(B)o2(a) + -+ - + ap 0, (B)on(a) =0, YVa e FE
= anltalgla@ ol

donde en la dltima implicacion, dividimos por o1(3) # 0.
Restando (2) de (1) queda

Jou(a) =0, Ya e E, (2)

02(ﬁ) Jn(ﬁ)
as(1l — —=)og(a) + -+ a,(1 — op(la) =0, YVa€eFE,
(1537 =)
y por lo tanto para a;:ai(l— Zl((g))), 2 < i < n, tenemos

asos(a) + -+ a,o,(a) =0, Va € E.
Por HI, deducimos que af, =---=a,, = 0.

Pero o,(8) # 02(f) = 1— ngg; #0 en E,y por lo tanto as = 0.

O sea, volviendo a (1),
aro1(a) + agos(a) + -+ a,0,(a) =0, VaeFE

y nuevamente por HI, ahora si, a1 =a3=---=a, =0.

. Quiénes son los caracteres aqui?



