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Familias de CVM

Una familia de distribuciones discretas o continuas con densidad (o
funcién de probabilidad puntual) f(x,6), 8 € ® C R se dice de
cociente de verosimilitud mondtono (CVM) en T = T(X), si para

todo 61 < 6>
I as distribuciones correspondientes a (X, 01) y (X, 02) son
i) Las distribuci di f(x,0 f(x, 0
distintas
f(x,0
(ii) fg’ 03 = g0,0,(T(x)), donde gy, 0,(t) es una funcién no

decreciente en el conjunto

S={t:t=T(x) con f(x,601)>006f(x,62) >0}
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Familias de CVM: Teorema

Sea X ~ f(x,60) con 6 € © C R, perteneciente a una familia de
CVMen T = T(X). Luego

(i) Existen ko y 7o tales que

1 si T > kg

P(X)=1 Y% siT=ka (1)
0 si T < kg,
satisface
Egp(6(X)) = a. (2)

(i) Sea ¢ es un test de la forma (1) que satisface (2). Luego ¢
es el test UMP de nivel menor o igual que o > 0 para
Hy:0=0y contra H;:0>0.
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Familias de CVM: Teorema

(iii) By(0) es mondtona no decreciente para todo 6 y
estrictamente creciente para todo 6 tal que 0 < 4(6) < 1.

(iv) Sea ¢ un test de la forma (1) que satisface (2). Luego, ¢ es
el test UMP de nivel menor o igual que o > 0 para

Ho:0 <60y contra H;:0>0.
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Familias de CVM: Teorema

Sea X ~ f(x,60) con 6 € © C R, perteneciente a una familia de
CVMen T = T(X). Luego

(i) Existen ko y 7o tales que

1 si T < kg

P(X)=19 Ya si T=ky (3)
0 si T > kg,
satisface
Egy(¢(X)) = o (4)

(i) Sea ¢ es un test de la forma (3) que satisface (4). Luego ¢
es el test UMP de nivel menor o igual que o > 0 para
Hyp:0=0y contra H;:0<6.



Familias CVM Test IUMP Test de CMV Test asintéticos Relacién entre test y regiones de confianza

[e]e]e]e] } (e} 00000 000000 000000
(e} [e]e]e} 00000000

Familias de CVM: Teorema

(iii) By(0) es mondtona no creciente para todo 6 y estrictamente
decreciente para todo 6 tal que 0 < 34(0) < 1.

(iv) Sea ¢ un test de la forma (3) que satisface (4). Luego, ¢ es
el test UMP de nivel menor o igual que o > 0 para

Ho:0 >0y contra H;:0<06.
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido.
o Hoy: = pp contra Hy @ o= g con g > o
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido.

o Hy:p= o contra Hy @ po= pug con g > g
El test UMP de nivel a es

1 siy/n® > g,

G1(X1, o, Xa) = -
0 siyn%red < g,
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido.

e Hy: = o contra Hy @ jo = g con g > g
El test UMP de nivel a es

1 siy/n® > g,
G1(Xi, s X) = B
0 siyn%red < g,

e ¢1 es UMP de nivel o para

Ho:p=po Hi:p> po

o By () =1-0 (Zﬁﬁ(uo—u))

00
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido,
e Hy: = o contra Hy @ o= pg con g < g
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido,

e Hy: = o contra Hy @ o= pg con g < g
El test UMP de nivel a es

1 siynm < g,

P2(X1,..., Xp) = B
0 si ﬁ% > —Zz,
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Caso Normal

o X1,...,X, ma. N(u,03) o3 conocido,

e Hy: = o contra Hy @ o= pg con g < g
El test UMP de nivel a es

1 siynm < g,
G2 X1, ..., Xn) = B
0 si ﬁ% > —Zz,
e ¢» es UMP de nivel o para
Ho : 1o = po Hitp < po

o Bp(n) =@ (za n \/ﬁ(ﬂo—ﬂ)>

g0
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Existe siempre un test UMP?

Xti,...,Xn m.a. N(u,03) con 03 conocido

Ho @ ju = po contra Hy @ # o
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Existe siempre un test UMP?

Xti,...,Xn m.a. N(u,03) con 03 conocido
Ho @ ju = po contra Hy @ # o

No existe un test UMP para este problema
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TEST IUMP

e Un test ¢ de nivel o para Hy: 6 € ©g versus H; : 0 € ©1, se
dice insesgado si

,3¢(9)204 vee@l
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TEST IUMP

e Un test ¢ de nivel o para Hy: 6 € ©g versus H; : 0 € ©1, se

dice insesgado si

ﬁ¢(9)2a V@E@l

e ¢ es un test IUMP de nivel «a si

i) sup By(0) =
660
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TEST IUMP

e Un test ¢ de nivel o para Hy: 6 € ©g versus H; : 0 € ©1, se
dice insesgado si

,3¢((9)ZO£ V@E@l

e ¢ es un test IUMP de nivel «a si
i) sup Bs(0) =«
0€0

ii) ¢ es insesgado



Relacién entre test y regiones de confianza

Familias CVM Test IUMP Test de CMV Test asintdticos
00000 oe 00000 000000 000000
[o]e] 000 00000000

e Un test ¢ de nivel o para Hy: 6 € ©g versus H; : 0 € ©1, se
dice insesgado si

ﬁ¢(9)2a V@E@l

e ¢ es un test IUMP de nivel «a si
i) sup By(0) =
0€0
ii) ¢ es insesgado

a) sup By+(0) =«
iii) para todo ¢* tal que 0€0,
b) ¢* es insesgado

se verifica
B¢(9) > 6¢,* (9) Ve @1



f(x,0) = A(0) exp{f x}h(x)

«O» (FrAaEr <

v
i

D 1q
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)

f(x,0) = A(0) exp{0 x}h(x)

Diremos que ¢ es un bilateral si es de la forma

1 Six<x1 O X>Xp
d(x) =< i Si X = X; (5)
0 si x1 < x < Xp

0<7 <1, —00<x <x0 < +00
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TEST I[UMP: Hoi (91§9§(92 H; - (9>920(9<91

f(x,0) = A(0) exp{0 x}h(x)

Todo test bilateral

1 Six<xx 0 X>Xp
d(x) =< i Si X = X;
0 sixg < x<Xxp

tal que (x;, ;) se eligen de modo que
Bo(0) =

es IUMP de nivel « para Hy versus Hj.
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TESTIUMP: Hy: 0 =6y Hy: 6 #6,
f(x,0) = A(0) exp{0 x}h(x)

Todo test bilateral

1 Six<x1 O X>X
dx)=4¢ vi six=x
0 sixg < x <X

tal que (x;,7;) se eligen de modo que

=0

0
Be(bo) =a vy %%(9) .

es IUMP de nivel « para Hy versus Hj.
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Relacién entre test y regiones de confianza
000000

Test de Cociente de Maxima verosimilitud
X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear

Ho: 6 € ©g versus H; : 6 € ©¢

OUB; =06
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud
X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear

Hy: 6 €©gversus H: 6 €c©; ©ypUB; =0

° 50: Estimador de maxima verosimilitud de 6, suponiendo
0 c Qg
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud
X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear

Hy: 6 €©gversus H: 6 €c©; ©ypUB; =0

° 50: Estimador de maxima verosimilitud de 6, suponiendo
0 c Qg

° 51: Estimador de maxima verosimilitud de 6, suponiendo
0co,
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud
X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear

Hy: 6 €©gversus H: 6 €c©; ©ypUB; =0

° 50: Estimador de maxima verosimilitud de 6, suponiendo
0 c 0O

° 51: Estimador de maxima verosimilitud de 8, suponiendo
0co,

f(X,600) = max f(X,8)
. [ISSH

f(X,01) = max f(X,8

(X,01) = max £(X,6)
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 6 € ©y se quiere testear

Hy: 6 €©gversus H: 6 €©; ©OyUO; =0

f(x,61)

> k
Xa00) -

Lig =
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 6 € ©y se quiere testear

Hy: 6 €©gversus H: 6 €©; ©OyUO; =0

Lig = ( —= > kq

1 si £(x,601) > ko F(x,60)
O(X) =1 Yo sif(x,01) = ka f(x,00)
0 si f(x,01) < ka f(x,60)
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 0 € © y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus Hi: 8 € ©1 ©gUBO; = 0O

LX) = — =

_ L _f00)
Lo f(x,0

1)
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 0 € © y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus Hi: 8 € ©1 ©gUBO; = 0O

MM—J;—“‘%)

~ Lo f(x,64)

< ka
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000000

Test de Cociente de Maxima verosimilitud
X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus H: B € ©1 ©gUBO; =0

sup f(x,6)
L(X) _ [USSH

sup f(x,0)
6cO,
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 8 € ©y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus H: B € ©1 ©gUBO; =0

sup f(x,6)
[USSH
LX) ="
(X) sup f(x,0)
6cO,

1 siL(X) < kg
d(X) =1 Yo si LX) =k
0 sil(X)>ka
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 0 € © y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus Hi: 8 € ©1 ©gUBO; = 0O

Si

sup f(x,0) = sup f(x,0)
[ASSH 0cO
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 0 € © y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus Hi: 8 € ©1 ©gUBO; = 0O
Si

sup f(x,0) = sup f(x,0)
[ASSH 0cO

1 siL*(X) < ky
o(X) =1 Ya  si L(X)=ka
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Test de Cociente de Maxima verosimilitud

X ~ f(x,0), 0 € © y se quiere testear
Hy: 6 €©gversus Hi: 8 € ©1 ©gUBO; = 0O

Si
sup f(x,0) = sup f(x,0)
[ASSH 0cO
1 siL5(X) < kq
(X)) =1 Ya si L*(X) = k,
0 si LX) > ka
sup f(x,0)
* 96@0
L*(X) =
(X) sup f(x,0)
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., Xy iid Xi ~ N(u,08), o3 conocido.
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., Xy iid Xi ~ N(u,08), o3 conocido.
El test de cociente de maxima verosimilitud es

1 syl

0 suf' “°| <zs
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., Xy iid Xi ~ N(u,08), o3 conocido.
El test de cociente de maxima verosimilitud es

1 syl

0 suf' “°| <zs

cumple

Este test es IUMP
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El test anterior es un caso particular del test IUMP para testear

Hoi 8160 Hli 9#00

en familias exponenciales a un parametro

f(x,0) = A(0) exp{f x}h(x)

dado por
1 Six<Xx3 O X>Xp
p(x)=<% v six=x
0 si xp < X < X2

tal que (xj, i) se eligen de modo que

=0

0
Be(bo) =a y %%(9) .
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., X i.id Xi ~ N(u,02), (1, 0?) desconocido.

n W2
Vol S X
n—1
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., X i.id Xi ~ N(u,02), (1, 0?) desconocido.
n L W)2
o Do X?
n—1

El test de cociente de maxima verosimilitud es
. |Y*M0‘
1 Si \/ﬁf > th-1,2

01X, Xe) = )
o sivalllog, .
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

o Xi,..., X i.id Xi ~ N(u,02), (1, 0?) desconocido.

n W2
Vol S X
n—1

El test de cociente de maxima verosimilitud es

1oyl s, .
01(X, ) Xn) = .
. X—p
0 SI \/E|7$HO‘ < tn_L%

cumple
Boluo.0)=a Vo

Este test también es IUMP
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Distribucién T,(A)

e Distribucion de Student no central con n grados de libertad y
pardmetro de no centralidad A: T,(A) es la distribucién de

U+ A
VvV/n

con U~ N(0,1), V ~ x2 y ademds Uy V son
independientes.
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Distribucién T,(A)

a) Sea Xa ~ Ta(A),
C,,*(A) = P(XA Z k),

—> Cnk(A) es una funcién mondtona creciente de A.
b) Sea Xa ~ Tn(A),

mnk(B) = P(IXal = k),

= Tpk(A) es una funcién mondtona creciente de |A|.
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Caso Normal: Hy : p = g versus Hy @ o # g

La potencia de

‘Y—/t0|
s

1 si|T|=+n

> tn—l,%

P1(X1,..., Xn) =
0 si\T\:\f‘X ”°|<tn 1,8

depende de (i, 02) sélo a través de |A|
A= mH=H)
g

Es una funcién mondtona creciente de |A]

/Bd>(/'b9 0'2) = Pu,02(|T| > tn—l,%) = ﬂ“—latn_l,% (A) .
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Test de CMV para Hy : 1 < o versus Hy @ 11 > g

o X1,...,Xp i.id X; ~ N(u,02), (11, 0%) desconocidos.

o 52 — 27:1(Xi —7)2_
n—1
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Test de CMV para Hy : 1 < o versus Hy @ 11 > g

o X1,...,Xp i.id X; ~ N(u,02), (11, 0%) desconocidos.

o 52 — 27:1(Xi —7)2_
n—1

El test de cociente de maxima verosimilitud es

1 si \/ﬁ@ > thla

0 siy/nXmd <t g,
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Test de CMV para Hy : 1 < o versus Hy @ 11 > g

o X1,...,Xp i.id X; ~ N(u,02), (11, 0%) desconocidos.

o 52 — 27:1(Xi —7)2_
n—1

El test de cociente de maxima verosimilitud es

1 si \/ﬁ@ > thla

0 siy/nXmd <t g,

ﬁ(ﬁ(lu’oa(f) = Vo
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Test de CMV para Hy : i < pg versus Hy @ p > pyg

o X1,..., Xy i.id X; ~ N(u,02), (11, 0%) desconocidos.
El test de cociente de maxima verosimilitud es

1 si \/ﬁ@ > thla
o1( X1, .., Xp) =
0 SI\/i( <Ztn 1,

Sea A = /(1 — po)/o,

/6¢(l’l/7 0-2) = PN70'2(T 2 tn_lya) = cn_lvtn—l,a(A) N

sup By(,0°) = By(1o, 1)
ST
o>0



Familias CVM Test IUMP Test de CMV Test asintéticos Relacién entre test y regiones de confianza

00000 (e} 00000 ®00000 000000
(e} [e]e]e} 00000000

Test con nivel asintdtico

e Xi,...,Xpma. X;~ F(x,0), 0 €0

e Hy: 8 € ©gcontra Hy : 0 € O1.

Se dird que una sucesién de test ¢,(Xi, ..., Xy,) tiene nivel de
significacién asintético « si

lim sup 34,(0) =«
HA)OOBGGO
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Distribucién asintdtica del test de CMV

o X=(Xq,...,Xp) ~f(x,0) con @ =(61,...,0,) € © CRP
que contiene una esfera.
e Op es un conjunto de dimensién p—j, 1 < j < p.
e Hy: B € ©y versus H;: 68 €Oy, con © =0gU O1.
sup f(X,0)
* 96@0
L =
(X) sup (X, 0)
Oco
Bajo condiciones de regularidad generales en f(x, 8),
—21In L*(X) N ng cuando 6 € Op.
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Distribucién asintdtica del test de CMV

= Un test de nivel de significacién asintético « estd dado por

1 si —2InL*(X)>x3,

P(X) =
0 si  —2InL*(X)<x3,



Test asintdticos
000000

n entre test y regiones de confianza

Distribucién asintdtica del test de CMV

Xiy.ooy Xpiiiid. X1 ~ f(x,0) con § € © y © un abierto en R. Sea
f(x,0) la densidad conjunta de X = (Xi,...,X,).

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones

(A) El conjunto S = {x : f(x,0) > 0} es independiente de 6.

(B) Para todo x € S, f(x,0) tiene derivada tercera respecto de 6
continua y tal que

‘W‘ _ )82@3;9)<K Vxes Vhe®

bol) = amg(ax,a)'
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Distribucién asintdtica del test de CMV

(C) Si h(X) es un estadistico tal que Ep[|h(X)|] < o0, VO € ©

59 [/_Z.../_Zh(x)f(x,@)dx] —/_Z.../_Zh(x)afg;’e)dx
(D) 0< h(9) = Ey [(W)zl < 00.

Sea «/9\,, un EMV de 0 consistente,

s F(X,00)  F(X,60)
FX) = f(X,0)  £(X,0,)
0cO

— U=—2In(L*(X)) = 2
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Distribucién asintdtica del test de CMV

El test

donde U = —2In (L*(X)), tiene nivel de significacién asintético .
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Hay alguna relacion entre tests de hipdtesis e intervalos de
confianza?
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Hay alguna relacion entre tests de hipdtesis e intervalos de
confianza?

Caso Normal
o X1,..., Xy i.id X; ~ N(u,02), (11, 0%) desconocido.
El test de cociente de maxima verosimilitud es

1osiyali el s, .

d1(X1,..., Xp) =

0 i WLS"‘)’ <tp1se
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Hay alguna relacion entre tests de hipdtesis e intervalos de

confianza?
La regién de aceptacién del test A(uo) es

Ao) = {x X =il |<tm}
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Hay alguna relacion entre tests de hipdtesis e intervalos de

confianza?
La regién de aceptacién del test A(uo) es

Ao) = {x X =il |<tn1a}

X —
S(X) = {Mi ﬁ% < tnl,;}

Por otra parte,

es un intervalo de confianza para p
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Regiones de confianza
Dado un vector X con distribucién perteneciente a la familia

F(x,80) con 8 € ©, una region de confianza S(X) para 0 con nivel
de confianza 1 — « serd una funcién que a cada X le hace
corresponder un subconjunto S(X) C © de manera que

Po(d e S(X))=1-a, VOecO

Es decir, S(X) cubre el valor verdadero del pardmetro con
probabilidad 1 — «.
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Regiones de confianza

Dado un vector X con distribucién perteneciente a la familia
F(x,80) con 8 € ©, una region de confianza S(X) para 0 con nivel
de confianza 1 — « serd una funcién que a cada X le hace
corresponder un subconjunto S(X) C © de manera que

Po(d e S(X))=1-a, VOecO

Es decir, S(X) cubre el valor verdadero del pardmetro con
probabilidad 1 — «.

Caso particular: Si 8 € R se dird que S(X) es un intervalo de

confianza
S(X) = [a(X), b(X)]

La longitud de S(X) es

L = b(X) — a(X)
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Relacion entre test y Regiones de confianza

X ~ F(x,0), € ©.

e Para cada 0y fijo sea ¢g,, un test no aleatorizado de nivel «,
para
HO 10 = 00 Versus H1 0 75 90.
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Relacion entre test y Regiones de confianza

X ~ F(x,0), 0 € ©.

e Para cada 0y fijo sea ¢g,, un test no aleatorizado de nivel «,
para
HO 10 = 00 Versus H1 0 75 00.

o A(6p) = {X: ¢g, = 0} Regidn de aceptacién de ¢g,
e S(X) = {6 60(X) = 0} = {8: X € A(9)}

= S(X) es una regién de confianza de nivel 1 — o para 60
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Relacion entre test y Regiones de confianza

¢ Reciprocamente, si S(X) es una regién de confianza de nivel
1 — « para 0, el test

1 si 90 §é S(X)
¢90(X) -
0 si Og € S(X) .

es un test de nivel de « para testear

Ho:0 =86y versus Hy:0 #£ 0.
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Familias CVM Test IUMP Te

Relacion entre test y Regiones de confianza
En general podemos decir que si x; ~ f(x,60) con 6 € R:

e Para obtener un intervalos de confianza [L(X), U(X)] para 0
podemos invertir la regién de aceptacion de un test para la hipétesis

Hyo:0=06y versus H;:0 6

e Para obtener una cota inferior de confianza [L(X), +o0) para 6
podemos invertir la regién de aceptacién de un test para la hipdtesis

Ho:0 =060y wversus H;:0> 6

e Para obtener una cota inferior de confianza (—oo, U(X)] para ¢
podemos invertir la regién de aceptacion de un test para la hipétesis

Hy:0=06y wversus H;:0 <6
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