Propiedades de P

P = X(X'X)"!X’ € R"*" es la matriz de proyeccién sobre el espacio
generado por las columnas de X. Suele llamarse a esta matriz P por
ser de proyeccién P o H de hat matrix.

Matriz simétrica e idempotente, es decir: P =P/ = P2. I — P también
es simétrica es idempotente, es decir también es una matriz de
proyeccidn y proyecta sobre el ortogonal de V.

Lema:
i) Py I— P son simétricas e idempotentes
i) rgP)=tr(P)=pyrgd-P)=tr(I-P)=n—p
i) I-P)X=0



Suma de Cuadrados

Tenemos que

n

Z(yi—ﬂi)2 = ||Y_PYH2

=1

Notemos que obtenemos el Teorema de Pitdgoras. En efecto,

1Y - Y|? =Y - PY|?

1T —-P)Y|?
Y(I-P)I-P)Y=Y'(I-P)Y
Y'Y - YPY

Y'Y - YPPY

Y[~ [PY]?

Y =11y ]?

Y2 = [IY = Y2+ [IY]?



Errores Normales

Si los errores ademds de ser independientes con media 0 y varianza o2,
son normales, es decir

€ ~N(0,0%)i=1,...,n
el modelo € puede formularse de la siguiente forma:
Q : Y~ N(X8,0T

En este caso puede demostrarse que el estimador de maxima
verosimilitud de @ coincide con el de minimos cuadrados.



pYlx)

Figure 6.1 from Fox (1937) ¥



En el caso de rango completo, es decir cuando rg(X) = p, obtenemos el
siguiente resultado:

Teorema: Supongamos que Y ~ N, (X8,02I), rg(X) =p, 0 € RP.
Entonces,

) 8~ N,(8,0%(X' X))
(0 — 6)(X'X)(6 - 0)

- 2
i ~
) = %

)2

i) @y M son independientes
(o2

2
., (n—p)s
iv) (n—p) Xo—p
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Estos resultados nos permiten deducir intervalos de confianza o tests para
cada uno de los coeficientes del modelo lineal:

Como 6 ~ N,(0,0%(X'X)~1), entonces

~

0; = €0 ~ N(0;,0%€(X'X)'e;)

Si llamamos 2@ =o2D

é\’ ~ :\7(9/* 02(1”)

siendo d;; el i-ésimo elemento diagonal de D.



Si para un ¢ fijo quisiéramos testear

H,:0,=0 vs. Hy:0;#0

tenemos que bajo H,

0;
sv/dj;

~ tnp

Por lo tanto, rechazaremos H, con nivel « si

~

0;
S dii

>1

[e]
n=p,3

Vayamos al ejemplo...



Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

c'0 o0 CO
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Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

c'0 o0 CO

Un caso de especial interés:

En un futuro valor x,, ;qué esperamos observar? E(y,) =7

E(yo) = x,0 = E(yo) = x,0
Notemos: 6 es insesgado entonces el estimador propuesto seria insesgado

de E(yo).

Podria haber muchos estimadores de una funcién lineal ¢’8 o C8, nos
enfocaremos en los estimadores lineales: funciones lineales de ¥, ..., Yn.



Funciones Lineales de los Parametros

En muchas aplicaciones estamos mds interesados en estimar funciones
lineales de @ que en estimar @ en si mismo:

c'0 o0 CO

Un caso de especial interés:

En un futuro valor x,, ;qué esperamos observar? E(y,) =7

E(y,) = Xé@ = E(y,) = Xé@
Notemos: 6 es insesgado entonces el estimador propuesto seria insesgado
de E(ys).
Podria haber muchos estimadores de una funcién lineal ¢’8 o C8, nos

enfocaremos en los estimadores lineales: funciones lineales de ¥, ..., Yn.

Primero veremos cuando una funcidén paramétrica es estimable.



Funciones Estimables

Estimadores Lineales Insesgados

Definiciéon: Una funcidén paramétrica v se dice que es una funcién lineal
de los paramétros {61, ...,60,} si existen {c1,...,c,} constantes
conocidas tal que

p
¢ = c'9 = Zcﬂj
j=1

donde ¢ = (c1,...,¢p)".



Funciones Estimables

Estimadores Lineales Insesgados

Definiciéon: Una funcidén paramétrica v se dice que es una funcién lineal
de los paramétros {61, ...,60,} si existen {c1,...,c,} constantes
conocidas tal que

p
¢ = c'9 = Zcﬂj
j=1

donde ¢ = (c1,...,¢p)".

Definicién: Decimos que una funcién paramétrica 1) = ¢’0 es estimable
si tiene un estimador lineal (en Y) insesgado, es decir si existe a € R™ tal

que
E@Y)=¢y=c0 VoeR

iHay funciones que no son estimables?



Funciones Estimables: Caracterizacion

El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables
suponiendo el modelo

Q:B(Y)=X0 Iy =01

Teorema: La funcién paramétrica 1) = c’0 es estimable si y sélo si ¢ es
una combinacién lineal de las filas de X, o sea si existe a € R™ tal que

¢ =a'X



Funciones Estimables: Caracterizacion

El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables
suponiendo el modelo

Q:B(Y)=X0 Iy =01

Teorema: La funcién paramétrica 1) = c’0 es estimable si y sélo si ¢ es
una combinacién lineal de las filas de X, o sea si existe a € R™ tal que

¢ =a'X

Notemos que si el rg(X) = p, toda funcién paramétrica ¢ = ¢’0 es
estimable .



Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Lema: Supongamos que vale el modelo Q. Sean 1) = ¢’8 una funcién
estimable y V,. el espacio generado por las columnas de X
(r=rg(X) <p).

- 7’ . - . . . !
Luego, existe un Unico estimador lineal insesgado de v, digamos a* 'Y
con a* € V.. Mds alin, si @'Y es un estimador insesgado de 7, a* es la
proyeccién ortogonal de a sobre V,.



Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Lema: Supongamos que vale el modelo Q. Sean 1) = ¢’8 una funcién
estimable y V,. el espacio generado por las columnas de X
(r=rg(X) <p).

- 7’ . - . . . !
Luego, existe un Unico estimador lineal insesgado de v, digamos a* 'Y
con a* € V.. Mds alin, si @'Y es un estimador insesgado de 7, a* es la
proyeccién ortogonal de a sobre V,.

Teorema de Gauss—Markov:
Supongamos que vale el modelo Q: E(Y) =X6 Iy = oL

Toda funcién estimable 1) = ¢’ tiene un (nico estimador 1; lineal
insesgado de miinima varianza (BLUE). Este estimador v se puede
obtener reemplazando a @ en c’0 por 0, el estimador de minimos
cuadrados.



