
Propiedades de P

P = X(X0
X)�1

X
0 2 <n⇥n

es la matriz de proyección sobre el espacio

generado por las columnas de X. Suele llamarse a esta matriz P por

ser de proyección P o H de hat matrix.

Matriz simétrica e idempotente, es decir: P = P
0 = P

2
. I�P también

es simétrica es idempotente, es decir también es una matriz de

proyección y proyecta sobre el ortogonal de Vr.

Lema:

i) P y I�P son simétricas e idempotentes

ii) rg(P) = tr(P) = p y rg(I�P) = tr(I�P) = n� p

iii) (I�P)X = 0



Suma de Cuadrados

Tenemos que

nX

i=1

(yi � byi)2 = kY �PYk2

Notemos que obtenemos el Teorema de Pitágoras. En efecto,

kY � bYk2 = kY �PYk2 = k(I�P)Yk2

= Y
0(I�P)0(I�P)Y = Y

0(I�P)Y

= Y
0
Y �Y

0
PY

= Y
0
Y �Y

0
P

0
PY

= kYk2 � kPYk2

= kYk2 � k bYk2

) kYk2 = kY � bYk2 + k bYk2



Errores Normales

Si los errores además de ser independientes con media 0 y varianza �
2
,

son normales, es decir

✏i ⇠ N(0,�2) i = 1, . . . , n

el modelo ⌦ puede formularse de la siguiente forma:

⌦ : Y ⇠ N(X✓,�2
I)

En este caso puede demostrarse que el estimador de máxima

verosimilitud de ✓ coincide con el de ḿınimos cuadrados.





En el caso de rango completo, es decir cuando rg(X) = p, obtenemos el

siguiente resultado:

Teorema: Supongamos que Y ⇠ Nn(X✓,�2
I), rg(X) = p, ✓ 2 <p

.

Entonces,

i) b✓ ⇠ Np(✓,�2(X0
X)�1)

ii)
(b✓ � ✓)0(X0

X)(b✓ � ✓)

�2
⇠ �

2
p

iii) b✓ y
(n� p)s2

�2
son independientes

iv)
(n� p)s2

�2
⇠ �

2
n�p



Normales ltluetivariados .

Estadística (M )

2019

A. Bianco .



Decimos que XELR
" tiene distribución

normal multi variada ni en funcim
de densidad en junta es :

_
,

fin =

"t.int:c.-nirari)
III

siendo
µ e- Rn

,

[ e-
DÍ
"

definido Positiva

-

× no Nm µ ,
E)
-



• si [ = diaylrí, . . . ,
Em ) resulta

En nit: Était )

Asi f puede foetonizorse :

Eun ⇐⇒
"ampliación

→
Xin
Nl Mi , ri

'

) independientes



• Análogamente al coso uni variado , vale

si unNmµE)
⇒ Ítlx -µ N N m lo E)

•

Esto sonsecuencia
de un resultado a»

más general : Si
xv NIµ ,
I)

,

AER

de rango completo ,
b e IR

""
⇒

Y = Axtb
no Nm ( Afetb , AIA

' )
.



Tengamos en cuenta las siguientes definición :

•
Dados dos vectores

aleatorios x e y de

mxi y
m × 1 el operador de covarianza

generalizado
es :

(Covlxil) ) ij
=
la lxi ,Yj )

•
fue Jo Covlxic ) = E (K

-µ)
IY -µ»

' )

¥lx) TEH)



• En estos cmdi cimas , si A e
Rl × m y BERP

×"

son dos matrices
constantes

,
entonces

Cov ( AX , BY) =
A Covlx ,YI . B

'



• Función Característica deun v.a .

Dodo X un i.
a de mx

1 definimos

para todo
te RM

4×4 = Efeit
'
" ) = El ¿ Éítixi )

• Como en el caso uni
variado Y caracteriza

ala distribución :
Fx ⇒ Y x

-

.
.
Fx = Fy ⇒ Yx = Yy



•
Veamos que si ZNNLOI ) ,

entonces

Yzlt ) =
étzttt

ftp.Rmyzltl-E/eit'z)=E(eiFEtizi)=zfjqeitjzj )
{ independencia
= iizfeitizi , = ,

ÉÍ ÉEÉTÍ
¡ =L p

- ¿ ttt
Y de Nloir)

= e



•
Consideremos un

vector X n N (µ ,
I)

donde [ s definida positiva .
Veamos

que entonces
E z

Yxlt) =
eittu - ÷ =

Basta descomponer I
=
U AU

'

= BBP
'

MO

Y cmsicleror

Eleit
' BB
"
lx -MH' ) singular



•
Esto permite una delimicim más gmnol :

× es manual multi
variado ,

Nn l µ ,
I)

,

donde I es semi definida positiva
sii

su función
características de la firma

t
'
It

At ER
4µs =

eiir - E



•
Como consecuencia de esta caracterización

es fácil probar que
:

pxm

si XN Nml µ
,
I) y

A E IR ,
entonces

Y = Ax
N N ( Ape ,

AIÁ )



En efecto :

si W =
AX

, luego

Ywltl = Yawltl
= El eit

' W
) =

×

. El eit
"
"

) = Y#Át)

=
¿ t

'

AM - It
'AIÁT

que corresponde
a
la Y de una

Nl Ay ,
AZÁ )



•
Una propiedad interesante , s que

le pasa a

dos outs vectores
de una partición de un

v. a .
mmel : Sea

X ~ Nm (µ ,I)

X ,

y
dividamos

a X = (xa) y de
manera

en forma

A:) ,

:*: }:) una

[
2 ,
=
[
12



Tenemos que
:

4×4 =
eitk-izu.su

>
luego el

exponente puede
suibirse como

:

it'µ - ftp.ithuititbpa-ztis.it
,

- ¿ tú Izztaz
-

ti Iratz ⑦

Notemos que si
[ la -0 ,

entonces



Y × se puede factorizar como
:

q, =
¿tit

- tritura
.

eityuz - ¿ µ
'E
,µ

= Ynxfti) . 4×1
tal

donde XRN N (µ ,
Iii)

Xp N 1µs , Iza)
A ti tz

Yxltl = Yxftil - 4×14
ft- ltutz)



Como Y caracterizo
lo distribuirá

,
s decir

f el Yxixs
Xix 2

tememos me

MF
. rz

= YF . . YFZ es
Fx

, xa
= Fx , _ Fxz

⇒ xi y
xa on

independientes

•
Además . . . .



Si × , y Xz son independientes dodn tiytz :
t
-

Yxlti , tal = El
Éx ) = E ( ¿

tixititáxa)

p
(Xi ,Xa) = Yx , Lti) . Yxzltz

) tltrtz

⇒ para que valga
⑦ tltita ⇒

Iea⇒ .



• Algo más sobre independencia
si Xn Nm 1µF) ,

O = AX ,
W = BX entras

U y
W an independientes si

COU (U ,
W) = AIB

' zo
.



Empato LEE ) =
C

Notemos que
CX s mrmiol en

media

(Fs) µ y matriz
de covarianza

:

AIA
" A [ B

'

czc
'
= (5) E K B

' ) = ( Bira BEB
' )

y pn
lo anterior en independientes uyv

sii
AIB

'
=D

.



• Sea X N Nm l µ , I
) ⇒

⇐ -µ
' I
"

lx-µ n Xam



•

× ~ Nmlo , o
' I) y

P es una matriz

idempotente y
simétrica de rango r ,

entras y-oltplx.ru X?
g-
2



Estos resultados nos permiten deducir intervalos de confianza o tests para

cada uno de los coeficientes del modelo lineal:

Como b✓ ⇠ Np(✓,�2(X0
X)�1), entonces

b✓i = e
0
i
b✓ ⇠ N(✓i,�

2
e
0
i(X

0
X)�1

ei)

Si llamamos ⌃b✓
= �

2
D

b✓i ⇠ N(✓i,�2
dii)

siendo dii el i-ésimo elemento diagonal de D.



Si para un i fijo quisiéramos testear

Ho : ✓i = 0 vs. H1 : ✓i 6= 0

tenemos que bajo Ho
b✓i

s
p
dii

⇠ tn�p

Por lo tanto, rechazaremos Ho con nivel ↵ si

�����
b✓i

s
p
dii

����� > tn�p,↵2

Vayamos al ejemplo...



Funciones Lineales de los Parámetros

En muchas aplicaciones estamos más interesados en estimar funciones

lineales de ✓ que en estimar ✓ en śı mismo:

c
0✓ o C✓

Un caso de especial interés:

En un futuro valor xo, ¿qué esperamos observar? E(yo) =?

E(yo) = x
0
o✓ ) \E(yo) = x

0
o
b✓

Notemos: b✓ es insesgado entonces el estimador propuesto seŕıa insesgado

de E(yo).

Podŕıa haber muchos estimadores de una función lineal c
0✓ o C✓, nos

enfocaremos en los estimadores lineales: funciones lineales de y1, . . . , yn.

Primero veremos cuando una función paramétrica es estimable.
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Podŕıa haber muchos estimadores de una función lineal c
0✓ o C✓, nos

enfocaremos en los estimadores lineales: funciones lineales de y1, . . . , yn.

Primero veremos cuando una función paramétrica es estimable.



Funciones Lineales de los Parámetros
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Funciones Estimables
Estimadores Lineales Insesgados

Definición: Una función paramétrica  se dice que es una función lineal

de los paramétros {✓1, . . . , ✓p} si existen {c1, . . . , cp} constantes

conocidas tal que

 = c
0✓ =

pX

j=1

cj✓j

donde c = (c1, . . . , cp)0.

Definición: Decimos que una función paramétrica  = c
0✓ es estimable

si tiene un estimador lineal (en Y) insesgado, es decir si existe a 2 <n
tal

que

E(a0Y) =  = c
0✓ 8✓ 2 <p

¿Hay funciones que no son estimables?
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Funciones Estimables: Caracterización

El siguiente resultado caracteriza las funciones paramétricas estimables

suponiendo el modelo

⌦ : E(Y) = X✓ ⌃Y = �
2
I

Teorema: La función paramétrica  = c
0✓ es estimable si y sólo si c es

una combinación lineal de las filas de X, o sea si existe a 2 <n
tal que

c
0 = a

0
X

Notemos que si el rg(X) = p, toda función paramétrica  = c
0✓ es

estimable .
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Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE)

Lema: Supongamos que vale el modelo ⌦. Sean  = c
0✓ una función

estimable y Vr el espacio generado por las columnas de X

(r = rg(X)  p).

Luego, existe un único estimador lineal insesgado de  , digamos a
⇤0
Y

con a
⇤ 2 Vr. Más aún, si a

0
Y es un estimador insesgado de  , a

⇤
es la

proyección ortogonal de a sobre Vr.

Teorema de Gauss–Markov:

Supongamos que vale el modelo ⌦ : E(Y) = X✓ ⌃Y = �
2
I.

Toda función estimable  = c
0✓ tiene un único estimador b lineal

insesgado de ḿıınima varianza (BLUE). Este estimador b se puede

obtener reemplazando a ✓ en c
0✓ por b✓, el estimador de ḿınimos

cuadrados.
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