Ecuaciones diferenciales — 2° cuatrimestre 2019

ESPACIOS DE SOBOLEV

Ejercicio 1. Sea U C R" abierto y sean u, v € WkP(U), |a| < k. Entonces:

1. D € Whk=lelr(U) y DB (D) = D* (DPu) = D"y para todo par de multiindices
a, B € Ny tales que |a| + |8| < k.

2. Para cada A\, € R, Au+ pv € WFP(U) y D*(\u + pwv) = AD%u + uD%v.

Si V C U, entonces u € WkP(V).

4. Si ¢ € C(U), entonces (u € WkP(U) y

D(Cu) =y <g> DDA By,
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Ejercicio 2. Probar que en cada clase de W*P(U) existe a lo sumo una funcién continua.
Ejercicio 3. Sea I = (a,b) C R un intervalo.

1. Probar que si u € W'P(I), 1 < p < co entonces u € AC(I).
2. Probar que si u € WHP(I), p > 1, entonces

ute) —ui)l < ( [ b uar) R

Ejercicio 4. Sea f € H' (R), probar que h~!(7;,f — f) converge a f’ en L?(R) cuando h — 0,
donde 7, f(z) = f(xz + h).

Sugerencia: escribir h=1 (7, f — f) como f’* pp,.
Ejercicio 5. Sea I = (a,b) C R un intervalo.
1. Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'(I),
lf@l <Clf
2. Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H}(I),
|f@)] <Ol |l2-

Concluir que || f/||2 es una norma equivalente a || f||1.2 en Hg(I).

Mostrar que el item 1 es falso en U CC R2.

5. Usando el teorema de Arzela-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'(I) es
precompacto en C(I), y por lo tanto en L?(I).
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Ejercicio 6. Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea f € L?(I). Probar que f € H'(I) si y s6lo
si

SRR < oo,
k=1

donde f (k) son los coeficientes del desarrollo de f en series de Fourier.

Ejercicio 7. Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea f € H(I). Sea {I;};es una coleccién de
intervalos disjuntos en I, I; = (a;, b;). Probar que

I = Fla) < I flz [ D Ibj — ay

JjeJ JjeJ
Concluir que VA(I) ¢ HY(I).
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Ejercicio 8. Sea u € W*P(U), 1 < p < 0o. Definimos u® = p. *u en U, donde p es el nticleo
regularizante, p. las aproximaciones de la identidad y

Ues :={x € U: dist(x,0U) > e}.
Entonces:

1. u® € C*(U.), para cada € > 0.
2. u* > uen VVIIZ’CP(U) cuando € — 0.

Ejercicio 9. Sea U abierto y acotado. Probar que si u € H*(U) N HE(U) entonces

1 1
/ |Du?dz < C </ |ul? dm) i (/ |Au|2daz> ©
U U U

Concluir que en H2(U), ||Aul|2 es una norma equivalente a la usual.

Ejercicio 10. Sea u € W'P(U) tal que Vu = 0 a.e. en U. Probar que u es constante en cada
componente conexa de U.

Ejercicio 11. Mostrar que las conclusiones del Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov
se mantienen si en lugar de asumir que U C R" es acotado se asume que |U| < 0.

Ejercicio 12 (Desigualdad de Poincaré). Sea U un abierto conexo y acotado de R™ con borde
C'. Probar que existe una constante C' > 0 que depende solo de n y U tal que

lu = (Wullz < Cl|Vull2
para cada u € H(U), donde

(u)y = ][U udx.

Sugerencia: Razonar por el absurdo y usar la compacidad de la inclusion WiP(U) cC
LP(U).

Ejercicio 13. Sea a > 0. Probar que existe una constante C' > 0 que depende sélo de « y
de la dimensién del espacio, tal que

/qu:L'SC/ \Vul|? d,
U U

para toda u € H'(U) tal que |[{zx € U: u(x) = 0}| > a.

Ejercicio 14. Sea F: R — R una funciéon de clase C' con F’ acotada. Sean U C R" abierto
acotado y u € WHP(U) con 1 < p < oo. Probar que

F(u) e W'YP(U) v 0;F(u) = F'(w)du (i=1,...,n).
Ejercicio 15. Sea 1 <p < oo y U C R" abierto acotado.

1. Probar que si u € WP(U), entonces |u| € W1P(U).
2. Probar que si u € WHP(U), entonces ut,u™ € WP(U) y

Tut — Vu c.t.p.en {u>0}
10 ae en {u<0},

Vu- — 0 c.t.p. en {u >0}
—Vu ct.p. en {u < 0}.



Sugerencia: vt = lim._,o F-(u) para

FL(t) = V2 +e2—¢ sit>0
0 si t < 0.

3. Probar que si u € Wy*(U) entonces u™,u~ € Wy*(U).
4. Probar que si u € WP(U), entonces

Vu =0 c.t.p. en {u = 0}.



