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Definicién 1
e Sea X € RP*P simétrica y definida positiva'y n > p.

e Sea W = (wj;) € RP*P una matriz aleatoria, simétrica y
definida positiva con probabilidad 1.

e Se dice que W ~ W(X, p,n) = Wy(n, X) si la densidad
conjunta de los p(p + 1)/2 elementos distintos de W es

n—p— 1 \
f(v) = c V| 5= exp {2tr (zlv,)}

* V = (v;) € RP¥P
* V= (V117 V12, oo vsy Vpp)T = (Vij)rfgiggp S Rp(p+l)/2

p
1
c=2% |53 o2 Hr<2 n—l—l—_j))

Es facil ver que si p =1 W(0?,1,n) = 022.

Hotelling
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Y,
Definicién 2
e Sean Xxq,...,X, i.i.d., x; € RP, x;j ~ N,(0, X)

X = : , 0sea, XT = (x1,...,%p)

T

Xn

Diremos que W ~ W(X, p, n) = Wy(n, X) si
W~ XTX =D " xix]

i=1

e Sean xi,...,X, independientes, x; € RP, x; ~ Np(p;, X)

Hotelling

Diremos que W tiene Wishart no central con parametro de no

centralidad A =37, p;pl,
W(Z, p, n)(A) = Wp(n, X)(A),si
W~ XTX = " xix]
i—1
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Funcién caracteristica, Muirhead, pag. 87

Sea W ~ W,(n, X) = W(X, p, n), entonces su funcién
carateristica esta dada por

pw(@) =E [expi > OpWp | =det(l,—irx)

1<j<k<p

donde © € RP*P es simétrica (Qjx = Oy;) y

’}"k_{ejk Slj;ék
ik =

F= (vjk)1<jk<p 20 sij=k
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Observaciones
Recordemos que x1, ..., X, independientes, x; € RP con E(x;) = u;
T
X
1

y VAR(x;) = X. Sea X = © |, osea, XT = (x1,...,Xn)

T
Xn

E (X"AX) = tr(A)X + E (X") AE (X)

e Sean Xxq,...,X, independientes, x; € RP, x;j ~ N,(p;, X) y
W =X"X=5%"7",x;x7. Osea, W~ W(Z,p,n)(A)
entonces

E(W) = nX + M™™M
con M = E(X).

e En particular, W ~ W(Z, p, n)
E(W) = nE
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Propiedades

Si n < p entonces, rg(W) = rg(X) < min(n,p) =n = W es
singular

e Qué pasa si n > p?

e Sea Z = (zjj)1<ij<m con zj ~ N(0, 1) independientes,
entonces P(det(Z) = 0) = 0.
e Por lo tanto,

e Sin>p,z1,...,2, i0d., z; ~ Np(0,1,) y W=7 z;z"
entonces P(W es no singular)=L.

e Sin>pyX >0 xi,...,%, i.id., x; ~ Np(0,X) y
W =" x;x} entonces P(W es no singular)=1.
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Propiedades

eSin>pyX>0yW~W(Z, p,n) entonces
P(W es no singular)=1.

e Sean xi,...,Xx, i.i.d, x; € RP, x; ~ N, (0, X).

Sin>pyX >0, sepuede ver que W =37, xjx] tiene
densidad y la densidad de W es la dada en la definicién 1
(Kshirsagar, A.M. (1972) Multivariate Analysis, pdg. 51-58,
77-78).

e O sea, ambas definiciones son equivalentessin>py X > 0.
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Teorema (Okamoto, 1973). Sean X = (x1,...,x,) € RP*"y
A € R™" simétrica de rango r.

Si los elementos de X tienen densidad conjunta, entonces

P (rg (X"AX) = min(p,r)) =1

PP (los autovalores no nulos de X" AX sean distintos) = 1.

Corolario. Sea n>p, X >0y W ~ W(X, p, n), entonces

P(rg(W)=p)=1

osea, P(W > 0) =1y los autovalores de W son distintos con
probabilidad 1.
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Sea W ~ W(X, p, n)

a) Sea C € R9*P, rg(C) = g < p = CWC" ~ W(CZC",q,n).

En particular, si £ = CCT con C triangular inferior —>
CIW(C)T ~ W(I,, p, n)

b) Siu#0, ucRP = u"Wu/(u"Xu) ~ x2.
c) En particular,

W

i

gjj

d) Siy#0, y € RP, es un vector aleatorio independiente de W
tal que P(y #0) =1 =

y' Wy 2
yTZy ~ Xn
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[ W11 Wp
e) Sea W = ( Wo;, Wop ) W(Z, p, n), con

s — ( 211 Xpp >, Wi; € Rkxk y X € Rka, entonces
T Xy

* W11 ~ W(le, k, n)
* Wy ~W(Exn,p—k,n)
* Si X1 = 0 = W;; y Wy, son independientes

g) Si Wy,..., Wy son independientes W; ~ W(X, p, n;)

entonces
k

k
D W~ W(Zp Y )

j=1 j=1
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Teorema de descomposicion de Bartlett

Sea D ~ W(lp, p,n) con n> py D =BB™ con B triangular
inferior entonces

e Los elementos bjj (1 < j < i < p) son todos independientes,
© bF ~Xp_iy1Y
e bj~N(0,1),1<j<i<p

e 0 sea, la densidad de los elementos no nulos de B es

Hotelling
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Corolario

Sea W ~ W(ZX, p, n) entonces

det(W)
det Z I;I

donde las p variables aleatorias, v;, 1 < i < p, son independientes
con distribucion

2
Vi ™~ Xnp—i+1
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Sean

e A c R™" simétrica.

e X >0, xq,...X, independientes x; ~ N,(0, X),
X" = (x1,...,%p), es decir,

X~ N0,1,®X).

a) Si A € R™" es idempotente, con rg(A) = r entonces

X"AX ~W(Z,p,r).

b) SeaY = AX y Z = XTC, si AC" = 0 entonces

Y y Z son independientes.

Hotelling
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Recordemos que

a) Seay ~ N,(0,021,) y P € RP*P es simétrica, entonces

y'Py
0-2

~xX2<=P*=P y rg(P)=r

b) Seay ~ N,(0,0°l,) y P, € RPXP simétricas, { = 1,2

Definamos p
u=Y"9 y4-172.

o2

Supongamos que Uy ~ X%[ entonces

U1 y U son independientes <= P1P>, =0
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Teorema
Sea X > 0, x1,...X, independientes x; ~ N, (0, X),
X" = (x1,...,%p).

Sean
Xju
*u#Z0,ucRP y=Xu= 5
xTu

* 02 =u"Zu

* Aq, Ay € R™" matrices simétricas rg(A1) = r, rg(A2) = s
TA

U =Y =12,
O-U

«b#0, beR"

Entonces,
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a) XTA1X ~ W(Z, p, r) <= U; ~ x? para cualquier u # 0

b) XTA;1X ~W(Z,p,r) y XTAX ~ W(Z, p, s) independientes
entre sf
<~
Us y Us son independientes tales que Uy ~ x2, Uy ~ X2, para
cualquier u # 0.

c) X™b y XTA;X son independientes
<~

para cualquier u # 0, U; e yTb son independientes y tales que
y'b ~ N(O, [[b]?0g), Ur ~ x5
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Corolarios
Sea X >0, x1,...X, independientes x; ~ N,(0, X),
XT = (x1,...,%p).
Corolario 1 Sea A € R™" matriz simétrica

XTAX ~W(Z,p,r) <= A=A y rg(A)=r

Corolario 2 Sea A, B € R™ " matrices simétricas, b 20, b € R"
a) XTAX ~W(Z, p,r) y XTBX ~ W(Z, p, s) son

independientes entre si <= AB =0

b) XTAX ~ W(X,p,r) y XTb ~ N,(0, ||b||>X) independientes
entre sl <= Ab =0, A2= Ay rg(A) =r
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. . oy,
Definicién
Hotelling central

Sean x ~ Np(p, X), W ~ W(X, p, m) independientes entre si, al
estadistico

Tom=m(x—p)"WH(x — p) ~ H(p, m),

se lo llama estadistico de Hotelling central.

Hotelling no central

Sean x ~ Np(p, X), W ~ W(X, p, m) independientes entre si, al
estadistico

2 I\ —1 . 2
Tom=mx W x~H(p,m)(\),

se lo llama estadistico de Hotelling no central.
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Lema Previo

Consideremos el modelo lineal

y=Kg3+e KeR™P, rango(K)=p

y1
y=1 : , BeERP, e~ N(0,0° Iy,

Yn
Sea Q = |ly — KB||2 = miny, |ly — Kb]|2. Entonces,
a) @ =1/w'! donde

Hotelling



Hotelling

Lema 1

Sea W ~W(X,p,m)conm>py X >0.
Definamos £~ ! = (O’ij)lgiJSP y WL = (WU)lg,’JSp, entonces

a)
ol

2
wil " Xm—p+1

y es independiente de todos los elementos w;; de W con
2<i,j<p.
b) Dadob #0 b € R”,

b'X b
bTW-1p ~ Xmoptl
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Teorema 1

Sea
e W~ W(X,p,m)conm>p, >0

oy~ Ny(u,E), y € RP,

e y independiente de W.

Entonces,

— 1 ..
MZPEL YWy~ i1 (A2).

donde
N ="y

Hotelling
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Corolario
Sean

o x~ Nyl X),

independientes entre si
e W~ W(X, p,m)

a) El estadistico T2,, = m (x — u)"™W™1(x — ), tiene

p,m

distribucién H(p, m) tal que

m—p+1T]
b) El estadistico T2 ,,(A\?) = m x"W~!x, tiene distribucién
H(p, m)(N\?) tal que

p m pm—pt1(A?) con A2 =pTE "y
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