
Teorema. Sean xi,1, . . . ,xi,ni
∈ Rp, 1 ≤ i ≤ k independientes tales que xi,j ∼ N((µi,Σ).

Definamos

H =
k∑

i=1

ni(xi − x)(xi − x)t

donde

x =
1

n

k∑
i=1

nixi .

Si µ1 = · · · = µk, entonces H ∼ W(Σ, p, k − 1).

Demostración. Sea vi =
√
ni ((xi − µi), 1 ≤ i ≤ k e indiquemos por Vt = (v1, . . . ,vk), es

decir, la matriz V tiene como filas a vt
1 , . . . ,v

t
k . Luego, vi son independientes, vi ∼ N(0,Σ).

Consideremos el vector

a =

(√
n1

n
, . . . ,

√
nk

n

)t

∈ Rk

y observemos que ‖a‖ = 1 y

Vta =
k∑

i=1

√
ni

n
vi =

k∑
i=1

√
ni

n

√
ni (xi − µi)

=
1√
n

n∑
i=1

ni (xi − µi) =
1√
n

n∑
i=1

ni xi −
1√
n

n∑
i=1

niµi .

Si µ1 = · · · = µk, usando que n x =
∑n

i=1 ni xi obtenemos que

Vta =
1√
n

n∑
i=1

ni xi −
1√
n

n∑
i=1

niµ =
√
n (x− µ) .

Sea P ∈ Rk×k ortogonal tal que P = (a1, . . . , ak) y ak = a. Definamos Yt = (y1, . . . ,yk) = VtP,
por lo tanto, yk = Vtak = Vta =

√
n (x− µ).

Usando que vi ∼ N(0,Σ), v1, . . . ,vk son independientes y a1, . . . , ak son ortonormales, con-
clúımos que Vtaj ∼ N(0, ‖aj‖2 Σ) = N(0,Σ) independientes entre śı, es decir, y1, . . . ,yk son
i.i.d. yj ∼ N(0,Σ).

Usando que P es una matriz ortogonal deducimos que

YtY = VtP PtV = VVt .(1)
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Por otra parte, usando que vi =
√
ni ((xi − µi) y que yk =

√
n (x− µ) obtenemos que

H =
k∑

i=1

ni(xi − x)(xi − x)t =
k∑

i=1

ni {(xi − µ) + (µ− x)} {(xi − µ) + (µ− x)}t

=
k∑

i=1

ni(xi − µ)(xi − µ)t − n (x− µ) (x− µ)t

=
k∑

i=1

viv
t
i − yky

t
k ,

de donde, usando (1) deducimos que

H =
k∑

i=1

viv
t
i − yky

t
k = VtV − yky

t
k = YtY − yky

t
k =

k∑
i=1

yiy
t
i − yky

t
k =

k−1∑
i=1

yiy
t
i .

Como y1, . . . ,yk−1 son independientes, yj ∼ N(0,Σ), obtenemos que

H =
k−1∑
i=1

yiy
t
i ∼ W(Σ, p, k − 1)

lo que concluye la demostración. �


