
Análisis 1 - Alimentos - 1◦ cuatrimestre 2019
Práctica 6

Polinomio de Taylor, integración y modelos

Funciones armónicas
1. Se dice que una función f : Rn → R de clase C2 satisface la ecuación de Laplace o

bien que es una función armónica en un conjunto abierto U ⊂ Rn si:

∆f = ∂2f

∂x2
1

+ ...+ ∂2f

∂x2
n

= ∇2f ≡ 0 en U

Verificar que las siguientes funciones son armónicas en U ⊂ R3 abierto:

a) f(x, y, z) = x2 + y2 − 2z2

b) f(x, y, z) = ln
√
x2 + y2

c) f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

d) f(x, y, z) = e3x+4 cos(3z) + 4y

2. Sean f, g dos funciones C2 definidas en un abierto U ⊂ R2 y tales que

∂f

∂x
= −∂g

∂y

∂f

∂y
= ∂g

∂x

Probar que f y g son armónicas en U .

Polinomio de Taylor

3. a) Desarrollar la función p(x) = x4 − 5x3 + 5x2 + x+ 2 en potencias de x− 2;
b) Desarrollar la función g(x) =

√
x en potencias de x− 1 hasta orden 3.

c) Hallar el polinomio de Taylor de grado tres para la función f(x) = ln(x+ 1)2

alrededor de x = 0.
d) Hallar el polinomio de Taylor de grado tres para la función g(x) = ex+2 alrededor

de x = 0.

4. a) Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 alrededor de x = 0 y la expresión del
resto para la función f(x) =

√
1 + x.

5. a) Sea α ∈ R. Hallar el polinomio de Taylor de grado n de la función y = (1 + x)α
alrededor de x = 0.

b) Calcular el valor de (1, 3)2/3.

6. Calcular el polinomio de Taylor de segundo orden de las funciones dadas en el punto
indicado. Escribir la forma de Lagrange del resto.
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a) f(x, y) = (x+ y)2 en (0, 0)
b) f(x, y) = ex+y en (0, 0)
c) f(x, y) = 1

x2+y2+1 en (0, 0)
d) f(x, y) = e(x−1)2 cos(y) en (1, 0)
e) f(x, y) = sen(xy) en (1, π)
f) f(x, y) = ex sen(y) en (2, π4 )
g) f(x, y) = ln(1 + xy) en (2, 3)
h) f(x, y) = x+ xy + 2y en (1, 1)
i) f(x, y) = xy en (1, 2)
j) f(x, y, z) = x+√y + 3

√
z en (2, 3, 4)

7. Sea f(x, y) = xey.

a) Calcular el polinomio de Taylor de orden 1 de f en el punto P = (1, 0).
b) Usar este polinomio para aproximar el valor f(0, 98; 0, 02).

8. Sea f(x, y) = (x+ 1, 2y − ex) y sea g : R2 → R de clase C1, tal que el polinomio de
Taylor de grado 2 de g ◦ f en (0, 0) es

P (x, y) = 4 + 3x− 2y − x2 + 5xy.

Calcular ∇g(1,−1).

Integrales y área

9. En cada caso, calcule el área de la región encerrada por las curvas (sugerencia: haga
los gráficos).

a) y = x; y = x2 − 1 b) y = x3; y = x

c) y = x1/3; x = 0; y = 1 d) y = x3 − 12x; y = x2

e) y = x1/2; y = x− 2; x = 0 f) y = x1/2; y = x− 2; y = 0.

10. Sea f : [−π, π]→ R dada por f(x) = cos(x)+ | sen(x) |

a) Halle la expresión explícita de F (x) =
∫ x

−π

f(t) dt

b) ¿Es cierto que F : (−π
2 ,

π
2 )→ R es una función creciente?

11. De acuerdo al siguiente gráfico de y = g(x),

Se conocen las areas sombreadas: A1 = 1, A2 = 3, A3 = 2, A4 = 1. Usando solo estos
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datos, calcular
a)

5∫
0
g(x)dx. b)

5∫
−1
g(x)dx.

c)
4∫
3
g′(x)dx. d)

3∫
0
x g′(x)dx.

12. Considere el gráfico siguiente: (el tramo de f entre x = 0 y x = 1 es rectilíneo, y el
gráfico entre x=-2 y x=0 es simétrico)
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a) Sabiendo que el área de la región sombreada vale 7, calcule
∫ 4

−2
f(x) dx

b) Se sabe que
∫ 0

−1
f(x) dx = 3

4 . Halle el área encerrada por el eje x y el gráfico de
f entre x = −2 y x = 4

c) Si los dos cálculos anteriores le dieron el mismo resultado, está pensando mal el
problema ¿por qué?

13. Halle el área de la región comprendida entre la curva y = x
√

2x+ 3 y el semieje
negativo de las x.

14. Calcule el área de la región encerrada por los gráficos de las funciones f(x) = x2 e3x+1

y g(x) = 4 e3x+1.

15. Calcule el área encerrada por los gráficos de f(x) = x ln(x) + x2 sen2(x) y g(x) =
x + x2 − x2 cos2(x) en el intervalo [1, e2] (se sugiere calcular f − g y g − f antes de
integrar)

Ecuaciones diferenciales y modelos

16. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas:
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a) y′ = k y , y(0) = 1 con k ∈ R fijo
b) y′ = 1y , y(0) = 1 ¿Qué dominio tiene y(x)?
c) y′ = 1y , y(0) = −1 ¿Qué dominio tiene y(x)?

d) y′ = 2xy
1 + x2 , y(1) = 3

e) y′′ = −y , y(0) = 0, y′(0) = 1
f) y′′ = −y , y(0) = 1, y′(0) = 0
g) y′ = 3x2e−y , y(0) = 1
h) y′ = y/x, y(1) = 1 ¿Qué dominio tiene y(x)?
i) y′ = e2x+y, y(0) = 0
k) xy′ = y2 − 1, y(1) = 1
l) xy′ = y2 + 1, y(1) = 1
m) x sen2(y)y′ = (x+ 1)2, y(0) = 1

17. La segunda ley de Newton postula que un objeto que se mueve bajo la acción de
una fuerza F obedece la ecuación

mV ′(t) = F (V (t))

donde m es la masa del objeto y v su velocidad instantánea. Si la fuerza F es
constante y no nula, y P (t) denota la posición del objeto (con P ′ = V ), probar que
P varía cuadráticamente con el tiempo. ¿Qué pasa si la fuerza es F es nula?

18. Un objeto cambia su temperatura de acuerdo a la siguiente ley

y′(t) = −λ(y(t)−K)

dondeK es la temperatura del ambiente y λ es una constante de proporcionalidad que
depende del ambiente. Calcular la solución de la ecuación y ver que la temperatura
del objeto tiende a la temperatura ambiente. ¿Qué diferencia hay si λ es positivo o
negativo?

19. La población de conejos crece proporcionalmente a la cantidad de conejos que hay.
Si la constante de proporción es k y el número de conejos en tiempo t es N(t), la
ecuación que gobierna este crecimiento es

dN

dt
= kN.

Resolver la ecuación para una población inicial de conejos N(0) = 2. ¿Cuántos
conejos habrá luego de 10 unidades de tiempo, si k = 1?

20. El matemático Pierre Verhulst consideró que una población concreta no puede crecer
indefinidamente de forma exponencial, por la escasez de recursos. Propuso entonces
una evolución de la población gobernada por

dN

dt
= kN

(
1− N

M

)
.

donde M es el máximo de población posible, por la limitación mencionada.
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a) Resolver la ecuación para N(0) = 2 (expresarla en términos de k,M).
b) Probar que si k > 0, entonces limt→∞N(t) = M .
c) Graficar la solución para k = 2,M = 50.
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