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ALGEBRA LINEAL - Practica N°3 - Segundo cuatrimestre de 2019

Transformaciones lineales

Ejercicio 1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales.
i) f:R> > R? f(x1,32,23) = (w2 — 321 + V23, z1 — %3?2)
ii) f:R? = R?, f(x1,22) = (21 + x2, [21])

iii) f:C— C, f(z) =% (considerando a C como R-espacio vectorial y como C-espacio vectorial)

. a a a 0 apg+ta
iv) f:R22 SR>3 f 1 aiz ) _ (a2 12 + a2
a1 a2 0 ann ax—ann

v) fiRo[X] = R% f(p) = (p(0),p'(0),p"(0))
Ejercicio 2. Interpretar geométricamente las siguientes aplicaciones lineales f : RZ — R2.
i) flz,y) = (z,0)
i) flz,y) = (z,~y)
iii) f(x,y) = (zcost —ysent, xsent + ycost)
Ejercicio 3. Encontrar una funcién f : V' — V (para un K-espacio vectorial V' conveniente) que
cumpla f(v + w) = f(v) + f(w) para cualquier par de vectores v, w € V pero que no sea una

transformacién lineal. Andlogamente, encontrar una funcién g : V-— V que cumpla g(Av) = A g(v)
para cualquier escalar A € K y cualquier vector v € V', pero que no sea una transformacion lineal.

Ejercicio 4.
i) Probar que existe una tinica transformacién lineal f : R? — R? tal que f(1,1) = (=5,3) y
f(=1,1) = (5,2). Para dicha f, determinar f(5,3) y f(—1,2).
ii) ¢Existird una transformacién lineal f : R* — R? tal que f(1,1) = (2,6), f(=1,1) = (2,1) y
f(2,7) = (5,3)7
iii) Sean f, g : R3 — R3 transformaciones lineales tales que

f(1,0,1) =(1,2,1), f(2,1,0)=(2,1,0), f(-1,0,0)=(1,2,1),
g(1,1,1) = (1,1,0), ¢(3,2,1) =(0,0,1), ¢(2,2,-1) =(3,—-1,2).

Determinar si f = g.

iv) Hallar todos los a € R para los cuales exista una transformacién lineal f : R? — R3 que
SatiSfaga‘ que f(17 _17 1) = (2’ a, _1) ) f(17 _17 2) = (02, _17 1) y f(lv _17 _2> = (57 _17 _7)

v) Hallar una férmula para todas las tranformaciones lineales f : Ro[X] — R? que satisfacen
f(X2+X_1) = (172)a f(2X+3) = (_171) Yf(XQ_X_4) = (2’1)

Ejercicio 5. Cuando sea posible, calcular bases del nticleo y de la imagen para cada tranfor-
macién lineal de los Ejercicios 1 y 4 y decidir, en cada caso, si f es epimorfismo, monomorfismo o
isomorfismo. Si f es un isomorfismo, calcular f~1.

Ejercicio 6. Sean f : R3 — R* f(xy,29,23) = (1 + 29, 21 + 23,0,0) y g : R* — R2,
g(x1, 22, 23,24) = (x1 — T2, 227 — x2). Calcular el nicleo y la imagen de f, de g y de go f.
Decidir si son monomorfismos, epimorfismos o isomorfismos.

Ejercicio 7. Sean g : V — V' y f: V' — V” transformaciones lineales. Probar:
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i) Nu(g) € Nu(fog).

ii) Si Nu(f) NIm(g) = {0}, entonces Nu(g) = Nu(f o g).
iii) Im(f o g) C Im(f).

)

iv) SiIm(g) = V', entonces Im(f o g) = Im(f).

Ejercicio 8.

i) Sean S, T C R* los subespacios definidos por S = {(x1,z2,23,74) € R* : 21 + 29 + 23 =0} v
T = {(x1,22,73,24) € R*: 201 + 24 =0, 13 — 23 = 0}. {Existe un isomorfismo f : R* — R*
tal que f(S) =17

ii) ;Existe un monomorfismo f : R3 — R??
iii) ¢Existe un epimorfismo f : R? — R3?

iv) Sean v; = (1,0,1,0), v = (1,1,1,0) y v3 = (1,1,1,1). ;Existe una transformacién lineal
f:R? = R* tal que {vy,vo,v3} C Im(f)?

Ejercicio 9. En cada uno de los siguientes casos encontrar una transformacién lineal f : R? — R3

que satisfaga lo pedido:
i) (1,1,0) € Nu(f) y Nu(f) nIm(f) = {0}
i) Nu(f) NIm(f) =< (1,1,2) >

iii) f# 0y Nu(f) € Im(f)

iv) f#0y fof=0
)
i) N

ii

v

f#Idy fof=1d
u(f) # {0}, Im(f) # {0} y Nu(f) N Im(f) = {0}

V1

Ejercicio 10. En cada uno de los siguientes casos construir un proyector f : R? — R3 que cumpla:
i) Im(f) = {(71,22,23) € R®: 21 + 13 + 23 = 0}
i) Nu(f) = {(z1,72,73) € R3: 21 + 29 + 23 = 0}
iii) Nu(f) = {(21,22,73) € R3: 321 — 23 =0} e Im(f) = < (1,1,1) >
Ejercicio 11. Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal. Se dice
que f es nilpotente si existe s € N tal que f® =
i) Probar que si f es nilpotente, entonces f no es un monomorfismo ni un epimorfismo.

ii) Si V es de dimensién n probar que f es nilpotente si y solo si f™ = 0.

(Sugerencia: analizar si las inclusiones Nu(f?) C Nu(f**!) son estrictas o no).

iii) Sea B = {v1,...,v,} una base de V. Se define una transformacién lineal f : V — V de la
siguiente forma:
N Juipr sil<i<n-—1
J(w) { 0 sit=mn
Probar que f* =0y f* ! #0.
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Ejercicio 12. Sea S = < (1,1,0,1),(2,1,0,1) > C R%.
i) Hallar una transformacién lineal f : R* — R? tal que Nu(f) = S.
ii) Hallar ecuaciones para S (usar i)).
iii) Hallar un sistema de ecuaciones lineales cuyo conjunto de soluciones sea
< (1,1,0,1),(2,1,0,1) > + (0,1, 1, 2).
Ejercicio 13.

i) Sea S C K" el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo. Encontrar una
transformacion lineal f : K™ — K™ tal que Nu(f) = S.

ii) Sea T' C K™ el conjunto de soluciones de un sistema lineal no homogéneo. Encontrar una
transformacion lineal f : K™ — K™ y un vector y € K" tales que T = f~1(y).

Ejercicio 14. Sea f : V — V una transformacién lineal y sean B, B’ bases de V. Calcular |f|gp/
en cada uno de los siguientes casos:

i) V=R f(r1,79,73) = (321 — 222 + 23,521 + T2 — 23,71 + 322 + 4 23),
B=1{(1,2,1),(-1,1,3),(2,1,1)} y B' ={(1,1,0),(1,2,3),(—-1,3,1)}

ii) V = C2, f(x1,22) = (2.21 —ix2,21 + 22), B = B’ es la base candnica de C? como C-espacio
vectorial.

iii) V =C2, f(x1,22) = (221 — i 20,71 +x2), B= B' = {(1,0),(0,1), (4,0), (0,7)} considerando a
C? como R-espacio vectorial.

iv) V=Ry[X], f(P)=P', B=B"={X* X3 X% X,1}.

Ejercicio 15. Sean B = {v1,v2,v3} una base de R? y B’ = {wy, wo, w3, w4} una base de R*. Sea
f:R3 = R* la transformacién lineal tal que

1 -2 1
—1 1 —1
\flep = 5 1 4
3 -2 5

i) Hallar f(3v; 4+ 2vy — v3). ;Cudles son sus coordenadas en la base B’?
ii) Hallar una base de Nu(f) y una base de Im(f).

iii) Describir el conjunto f~1({w; — 3ws — w4}).

Ejercicio 16. Sea V un K-espacio vectorial y B = {v1, v, v3,v4} una base de V. Sea f : V — V
la transformacién lineal tal que

|flp =

e e
O =
O O = =
SO O =

Hallar |f~!|p y calcular f='({v1 — 2v9 + v4}).

Ejercicio 17. Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea B una base de V.
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i) Sea tr : Hom(V,V) — K la aplicacién definida por tr(f) = tr(|f|). Probar que tr(f) no
depende de la base B elegida. La aplicacién tr(f) se llama la traza del endomorfismo f.

ii) Probar que tr : Hom(V, V) — K es una transformacién lineal.
Ejercicio 18. Sean B = {v1,v2,v3}, U = {v1 +v3,v1 + 2va+v3,v2a+v3} y U’ = {w1, wa, w3} bases
de R3, y sea E la base canénica de R3. Sea f : R? — R? la transformacién lineal tal que
-1

1 3 110
|flee = | 2 1 y flowr=10 1 1
3 1 0 0 1

1
2
Determinar U’.
Ejercicio 19.
i) Sea f:R* — R* la trasformacién lineal definida por
f(x1, 22, 23, 24) = (0,21, 21 + 2, 21 + 2 + ¥3)
y seav = (1,0,0,0). Probar que B = {v, f(v), f>(v), f3(v)} es una base de R*. Calcular |f|z.

ii) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V' — V una tranformacién lineal tal
que f* =0y f* ! #£0. Probar que existe una base B de V tal que

1 sii=j+1,
(mB)ij:{O sino.‘7

(Sugerencia: elegir v; ¢ Nu(f"1)).

Ejercicio 20. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V un proyector. Probar
que existe una base B de V tal que

1 sii=j;i < dim(Im(f)),
0 sino.

(1f12);; = {

Ejercicio 21. Sea f : R? — R? definida por
f(z1, 9, x3) = (1 + 92 — 3,221 — 3x2 + 223,321 — 229 + X3).

i) Determinar bases B y B’ de R? tales que

o O O

10

flepr={0 1

0 0

ii) Si A es la matriz de f en la base candnica, encontrar matrices C, D € GL(3,R) tales que

C-A-D=

o O =
O = O
o O O
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Ejercicio 22. Sean A € K™*™ y b € K™. Se considera el sistema A-x = by sea (A | b) su matriz
ampliada. Probar que A - x = b tiene soluciéon <= rg(A4) =rg(4 | b).

Ejercicio 23. Sea A € K"*" rg(A) =syseaT ={X € K"*"/ A.X = 0}. Calcular dimT.
Ejercicio 24. Sean A € K™*" y B € K™*". Probar que rg(A- B) <rg(A) y rg(A- B) <rg(B).

Ejercicio 25. Sean A, D € R3*3 las siguientes matrices:

1 1 -1 1 10
A=[2 -3 2 vy D=0 11
3 -2 1 -1 0 1

i) Determinar Cy, C2, C3 y Cy € GL(3,R) tales que

Ci1-A-Co=0C3-D-Cy =

O O =
O = O
o O O

ii) Determinar f € Hom(R? R?) y bases B, B', By y Bj de R® tales que | f|pp = Ay |f|p,p; = D-

Ejercicio 26. Dadas A, B € R"*", decidir si existen matrices P,Q € GL(n,R) tales que A =
P-B-Q.

1 05 3 8 5
i)n:2,A:<i 2),3:(? g) ii)n=3 A4=(2 1 0|,B=[2 2 0
01 0 0 7 0

Ejercicio 27. Sean A, B € K™*™. Decimos que A es semejante a B (y lo notamos A ~ B) si
existe C € GL(n,K) tal que A=C-B-C~ !

i) Sean A, A" € K™*™ tales que A ~ A’. Probar que tr(A) = tr(A’).

1 -1 1 1 1 0
ii) Sean A=[2 3 —-5]yA=[0 1 1] enR33
4 1 3 1 0 1
;Existen f € Hom(R3,R3) y bases B 'y B’ de R3 tales que |f|p = Ay |f|p = A’?




