Algebra II1 Segundo cuatrimestre de 2019

Soluciones del segundo parcial

Ejercicio 1. Sea p primo y K un cuerpo de caracteristica p. Sea n € N tal que p | n, consideramos
®,, € K[X] la reduccién médulo p del n-ésimo polinomio ciclotémico. Probar que:

a)
b)

®,, es separable si y solo si p =2y n/2 es impar.

Si p es distinto de 2, entonces ®,, es reducible.

Solucién 1. a) <) Sea p = 2 y n/2 impar. Por el ejercicio 4.d de la practica 6 sabemos que,

siendo n/2 es impar, se tiene ®,(X) = ®,,/5(—X). Entonces al hacer la reduccién médulo 2
obtenemos ®,,(X) = m(—X) = W(X) Como n/2 es coprimo con p, tenemos que %
es separable, por el ejercicio 7.c de la préactica 6.

=) Supongamos que n = p"--- donde s = p{'...p{" y r > 1. Entonces por ejercicio 4.c de
la practica 6 tenemos que ®,(X) = q)pm(Xprile) donde n = py---prye=pi topitt,
Notemos que si ahora reducimos médulo p, entonces ®,,(X) = @, (X e)pT_l como 7 > 1 esto
ya nos dice que ®,, no es separable.

Por otro lado, ;Qué pasa si n = ps con p coprimo a s? del ejercicio 4.e de la misma préactica

tenemos que P, (X) = &, 4(X) = %s(g(p))' De esta forma @, (X) - 5(X) = ®,(XP).

Reduciendo médulo p obtenemos ®,(X).®@4(X) = ®4(X)P de forma que ®,,(X) = &4(X)P~1,
lo cual nos dice que ®,,(X) es no separable a menos que p = 2.

Supongamos que p > 2y sea n = p’s con p y s coprimos. Sabemos que ®,, | (X — 1)pr pues
X" =1 = [lgp, Pa(X).

Si @, fuera irreducible, entonces es primo (pues K[X] DFU) y por lo tanto ®,, | X*— 1. Pero
X? —1 es separable, por lo tanto ®,, seria separable pero esto es absurdo por el item anterior.

O

Ejercicio 2. Sea K una extensién finita de F,.

a)
b)

Probar que Trgr,(a?) = Trg/r, (o) para todo a € K.

Deducir que T'rg/p, () = 0 sii el polinomio X9 — X — « tiene una raiz en K.

Solucién 2. a) Sea G = Gal(Fy /F,;) Consideremos el automorfismo Frob, : x — 27 € G.

Como K/F, es separable, tenemos

Trie, (@) = Trie, (Froby(a)) = Y a(Froby(a)) = Y o(a) = Triye,(«)
oeG oeG

porque lo inico que hace componer con un elemento de G es permutar el orden de sumacion,
ya que son automorfismos y estamos sumando sobre todos ellos.



b) =) Si Trgr, () =0, como G estd generado por Froby, por Teorema 90 de Hilbert (versién
aditiva), existe z € K con a = Froby(z) —z = 29— z. Por lo tanto 29 — 2z — o = 0 con lo cual
el polinomio X% — X — « tiene una raiz en K.

<) Reciprocamente, si X9 — X — « tiene una raiz z € K, tenemos que z? — z — o = 0.
Tomando traza a esta expresién resulta que, por la aditividad,

Trgr,(2%) = Trygr,(2) — Try)r, (o) =0,
y por el item anterior tenemos que Ty /]Fq(a) = 0 como queriamos.

O]

Ejercicio 3. Sea f € Q[X] polinomio irreducible de grado 7 resoluble por radicales. Probar que si
A(f) < 0 entonces f tiene exactamente una raiz real.

Solucién 3. Para empezar, notemos que como el polinomio es irreducible, es separable, y por lo
tanto su discriminante es no nulo.

Notemos que el polinomio no puede tener todas raices reales porque si no su discriminante seria
positivo al ser un producto de cuadrados de niimeros reales. Luego tiene al menos una raiz no real.
La cantidad de raices no reales es par, por tratarse de un polinomio con coeficientes en R.

No puede tener sélo dos raices no reales pues vimos en un ejercicio de la practica 7 que si un
polinomio en Q[X] es de grado primo p, irreducible y tiene exactamente 2 raices no reales entonces
su grupo de Galois es S,. Como S7 no es un grupo soluble, esto nos llevaria a un absurdo.

Por lo tanto, resta descartar el caso en el que f tiene 4 raices no reales. Veamos que en este caso
el discriminante nos daria positivo.

Para eso, consideremos a1,as y as las raices reales y sean by, b1,ba y by las 4 raices no reales.
Entonces agrupando los factores de A(f) convenientemente tenemos:

° H1§i<j§3(ai —a;)? >0, pues a; —a; € R

o (by —b1)%(by — b2)? > 0, pues b; — b; € iR

o (b1 —b2)%(by — bo)? > 0, pues (by — b2) (b1 — b2) = |by — bo?.

e (b — b2)?(by — b1)? > 0, como en el {tem anterior.

o (a; — bj)z(al - E)Q >0paral <i<3,1<j<2, como en el item anterior

Ejercicio 4. Dados un anillo C' y un ideal primo P C B definimos la altura de P como:
h(P) =sup{n > 0: existen primos Py C P, C --- C P, = P}

Sean A C B anillos tales que para todo x € B existe n > 1 tal que z" € A.

a) Probar que para todo ideal primo p C A existe un tnico ideal primo B C B tal que BN A = p.



b)

Probar que h(p) = h(B).

Solucién 4. a) Veamos primero que B es entero sobre A. Dado x € B, por hipdtesis existe

n > 1 tal que 2" € A. Luego T" — z™ € A[T] es un polinomio ménico que anula a z, por lo
que B es entero sobre A.

Vimos en clase que si B es entero sobre A, entonces dado un ideal primo p C A existe un
ideal primo P C B tal que ANP = p.

Solo queda ver que es unico. Sean P, P, C B ideales primos tales que Py N A = py
PrN A = p. Veamos que P; = Pa. Sea by € P;, entonces existe n tal que b € A. Pero
entonces b € P1N A =p="PyN Ay por lo tanto b} € Pa. Como Py es primo resulta que
b1 € Ps.

El mismo argumento prueba que Py C Py.

Sea Pp C P, € --- C P, = p una cadena de ideales primos de A. Por el teorema del Going-
up, existen Py C P; € --- C P, ideales primos de B tales que A N'P; = FP;. Notemos que
por la unicidad probada en el item anterior, debe ser P,, = P. Ahora queremos ver que las
inclusiones P; C P;11 son estrictas. Si P; = Piy1, entonces P, =P, NA=P;1NA= Py,

pero P; C P;41. Luego probamos que h(p) < h(B).

Para el otro lado, si tenemos una cadena Py C Py € --- C P, = B de ideales primos de
B, entonces es claro que P; N A = P; son ideales primos de A. Veamos que las inclusiones
P; C P,y son estrictas. Supongamos que P; = P,y para algin ¢. Entonces P, = P, N A =
Pi+1NA = P;y1, pero por la unicidad probada en el punto anterior tendriamos que P; = Pj41,
lo cual es absurdo porque las contenciones eran estrictas. Concluimos que h(B) < h(p).

Luego h(p) = h(B) como queriamos.

Ejercicio 5. Sean p y ¢ primos distintos, y sea K = Q(,/p, /q)

a)

b)

Sea « € K. Probar que « es un entero algebraico si y solo si TT‘K/Q(\/@(O[) y NK/Q(\/@(a) lo
son.

Supongamos que p = 3 mod 4. Probar que si @ € K es un entero algebraico, existen
a,b,c,d € Z tales que a = 1/2(a + b\/p + ¢\/q + d\/pq)

Solucién 5. Para empezar, notemos que Gal(K/Q(,/p)) = {Id,o} donde o : \/qg — —\/q ¥ /P
queda quieto.

)

=) (Es o(a) entero sobre Z? Si, pues o € Gal(K/Q), y por lo tanto o(«) es raiz del polinomio
moénico en Z[X] que anule a a.

Como los enteros sobre Z forman un anillo, resulta que T q(, 5 (@) = @+ o(a) es entero
sobre Z, y también lo es N /q( 5) () = a - o(a).

<) Recordemos que si tenemos A C B C C anillos, si B es entero sobre A y C es entero
sobre B, entonces C' es entero sobre A.

En nuestro caso notemos que el polinomio X? — TTK/Q(\/];)X + NK/Q(\/@ € Ok[X] anula a «,
luego « es entero sobre el anillo Ok . Pero O es entero sobre Z, entonces por la transitividad
« es entero en Z.



b) Escribamos o = A+ B,/p + C\/q+ D./pq, con A, B,C,D € Q.
Por el item anterior resulta que 17 q(, 5 (@) = @+ o(a) =24+ 2B/p € Og( /p)-
Dado que Gal(K/Q(\/q)) = {1,0} donde o : /p — —,/p, tenemos andlogamente que
Trrjqg (@) = a+o(a) =24+2C/q € Og(/g)-
Por tltimo, dado que Gal(K/Q(\/pq)) = {1,0} donde o : \/p — —,/p, obtenemos que
TT‘K/Q(\/@)(OZ) =2A+2D ¢ OQ(\/;Tq)

En resumen obtuvimos:

(a) 2A+2B,/p € Og(p)
(b) 2A + QC\/a c OQ(\/Q)
(c) 2A + 2D\/]Tq IS OQ(\/FQ)

En lo que sigue haremos uso del ejercicio 19 de la practica 8.

Notemos que por este ejercicio sabemos que 2A4,2B € Z pues p = 3 mod 4. Por lo tanto
2A =acon a € Z, luego A = %a. Lo mismo pasa con B, sabemos que existe b € Z tal que
B = 1b.

Ahora, escribimos 24 + 2C' = (4A + 4C') /2. Por el ejercicio 18, sea quien sea ¢ sabemos que
4A,4C € Z y son congruentes médulo 2. Como 24 € Z , 4A es par con lo cual 4C es par y

por ende 2C € Z. Esto es, existe ¢ € Z tal que C = %c.

De forma enteramente andloga vale que que D = %d cond € Z.



