ALGEBRA 3
Segundo cuatrimestre — 2019

Practica 7: Varieté

Discriminantes

1.1. Sea K un cuerpo, K una clausura algebraica de K, f € K[X] un polinomio
monico de grado positivo n, y a4, ..., a, € K sus raices. Recordemos que el discri-
minante de f es

A= [] (@—a
1<i<j<n
(@) Sif=X2+bX+c,entonces A(f) = b?—4c.
(b) Sif =X3+bX +c, entonces A(f)=—4b>—27c2.
(©) Sif=X*+DbX%+c, entonces A(f) = 16¢(4c— bz)z.
(d) Sif =X>+bX +c, entonces A(f) = 256b° +3125¢*.

1.2. (a) Sea E/Q una extension de grado n, sea a € E tal que E = Q(a) y sea
f € Q[X] el polinomio minimal de a sobre Q. Muestre que

A(f) = (1" VPN o(F (@)
(b) Sin=2yf=X"+bX +c con b, c € Q, entonces
A(f) — (_l)n(nfl)/Z (nncnfl + (1 _ n)nfl bn) .

1.3. Sea K un cuerpo, sean ty,...,t, algebraicamente independientes sobre K y

seans,...,S, los polinomios simétricos elementales en los ¢4, ..., t,. Consideremos

la extensién E/F dada por E =K(tq,...,t,) VF =K(s1,...,S,)-

(a) Sila caracteristica de K no es dos, describa todas las subextensiones cuadrati-
casde E/F.

(b) Seanay,...,a, € N. Muestre que t?l +---+ to" genera a E sobre F sii a; # a;
siempre que i # j.

Construcciones con regla y compas

Recordemos que un ntmero real a es constructible con regla y compds si existe una
torre de cuerpos Q = F, € F; € ... S F,cona € F, y [F; : F,_;] = 2 para cada
ie{l,...,n}.

2.4. Un numero real a es constructible sii a es algebraico sobre Q y el grado de la
clausura normal de Q(a) sobre Q es una potencia de 2.

2.5. Dé una caracterizacidon de todos los nimeros n € N tales que cos 27“ es cons-
tructible. Obsérvese que la constructibilidad de este numero es equivalente a la
constructibilidad de un poligono regular de n lados con regla y compaés.

1/3



Algebra 3 — Segundo cuatrimestre — 2019 Practica 7

2.6. Dé un procedimiento para construir un pentdgono regular con regla y compds.

2.7. Un 4ngulo de n grados es constructible con regla y compaés sii n es divisible
por 3.

2.8. Un4ngulo 6 es trisecable con regla y compds sii el polinomio 4X°—3X —cos(6)
es reducible sobre Q(cos(6)).

2.9. Dé explicitamente una construccién para la triseccién de un dngulo de 3’7" usan-
do regla y compas.

2.10. Decida si es posible construir con regla y compds un triangulo isdsceles cuyos
vértices estén sobre la circunferencia unitaria y cuya area sea 1.

Solubilidad

3.11. Demuestre que:

(a) Todo grupo abeliano es soluble.

(b) Sip es un numero primo, todo p-grupo es soluble.
(¢) Paratodo n, el grupo dihedral D, es soluble.

3.12. Muestre que las siguientes extensiones de cuerpos pueden obtenerse como
extensiones radicales iteradas:

(@) La extensién (@(\/3 1+v2,i+ «/§) /Q.
(b) La extensién E/Q, con E el cuerpo de descomposicién sobre @ del polinomio
(X*—2)(X%2—5).

3.13. Si el grupo de Galois de un polinomio de grado n es isomofo a S,,, entonces
ese polinomio es irreducible.

3.14. Sea p un ntmero primo.
(@) SiH C S, es un subgrupo que contiene una transposicién y un elemento de
orden p, entonces H =§,,.

(b) Si f € Q[X] es un polinomio irreducible de grado p que tiene exactamente
dos raices no reales, entonces el grupo de Galois de f es isomorfo a S,,.

(c) Seanm,r € Ntalesquemesparyr esimparymayor que l. Seana; <---<a,
enteros positivos pares. El polinomio

(X*+m)X—a)) X —a,)—2

es irreducible sobre Q y, si m es suficientemente grande, tiene exactamente
dos raices no reales.

(d) Existen polinomios en Q[X] de grado p y grupo de Galois isomorfo a S,,.
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e

D]
PRECINCT OF APOLLO.

Scale of Metres
o S T

De acuerdo a Plutarco, Apolo mandd a los ciudadanos de la Isla
de Delos una plaga. Estos preguntaron al ordculo de Delphi qué
hacer para complacer al dios y resolver el problema: la respuesta
fue que debian construir un cubo de volumen exactamente igual
al doble del volumen del pedestal ctibico del altar de Apolo que
estaba en ese templo. Los delios quedaron un poco confundidos
y consultaron a Platén, que les explicé que lo que el dios queria
era que dediquen mas tiempo a estudiar geometria y matematica
para calmar sus pasiones. Un buen lugar para estudiar geometria
y matematica en esa época era la Academia, en Atenas, que habia

fundado unos afios antes... el mismo Platén.
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