ALGEBRA 3
Segundo cuatrimestre — 2019

Préctica 6: Extensiones ciclotdmicas - Norma y traza

Notacion: Sea ®, € Z[X] el n-ésimo polinomio ciclotémico. Dado un cuerpo
K, si g : Z[X] — K[X] es el tinico morfismo tal que tx(X) = X, denotaremos
&, = 1 (®,) € K[X]; en particular, a menos que haya lugar a confusién, no hare-
mos referencia a K en la notacién para tx(®,,).

1. Para cada n > 1 sea {, € C una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

(@) SiK/Q es una extensién tal que &, € K[X] es irreducible en K[X], entonces
K(Z,)/K es galoisiana de grado ¢(n), y Gal (K (¢,) /K) = (Z/nZ)*.

(b) SiK =Q(v2), describa Gal (K (5) /K).

2. Encuentre todos los numeros m € N para los que una raiz m-ésima primitiva de

la unidad tiene grado 2 o 4 sobre Q.

3. (a) Demuestre que toda extension finita de Q contiene un nimero finito de
raices de la unidad.

(b) Encuentre todas las raices de la unidad contenidas en Q(i), Q («/—_2), Q (1/5),
Q(v=3), Q(v=5), @(v2,v=3) y (&),

4. Sean n € Ny p € N un nimero primo. Probar que:

(@ &,X)=XP"1+XP2 4. 4+1.

(b) Sir €N, entonces &, (X) =%, (XPH).

(c) Sin=p|'py?---pls €Nconpy,...,p, primos distintos, entonces
2, (X)=2,(X°),

siendom=p;---p,ye=pi - plL,
(d) Sin esimpar, entonces $,,(X) = &,(—X).

(e) Siptn, entonces

¢n(XP)

¢,(X)

5. (a) Sea E/Q una extensién cuadrdtica. Probar que el polinomio ciclotémi-
co ®, € E[X] es reducible sii E € Q(Z,,).

(b) Encuentre todas las extensiones cuadraticas de Q sobre las que &;,, g y &1
son reducibles.

6. ¢(Para qué valores de n € N es &, irreducible sobre Q ({ 9)?

7. Sea K un cuerpo. Probar que:

(@) El polinomio &, € K[X] es ménico de grado ¢(n).
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(b) Setiene X" —1=]],, ®4 en K[X].
(c) SiK tiene caracteristica p positiva y n es coprimo con p, entonces &, es un
polinomio separable.

(d) Sea C/K una clausura algebraica y sea { € C una raiz n-ésima primitiva de la
unidad, de manera que si k € Z vale que (¥ = 1siin | k.

(i) La caracteristica de K no divide a n.

(ii) Un elemento x € C es raiz de ff’n sii x es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad.

(iii) Hay exactamente ¢(n) raices n-ésimas primitivas de 1 en C.
(iv) Un elemento x € C es una raiz n-ésima primitiva de la unidad sii existe
ke{l,...,n—1}talque (k,n) =1y x = ¢k,

8. Sea n € N impar, y sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Probar que
K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad sii contiene una raiz 2n-ésima
primitiva de la unidad.

9. Sea K un cuerpo y sea n € N coprimo con la caracteristica de K. Sea {,, una raiz
n-ésima primitiva de la unidad en una clausura algebraica C de K. Sea f € K[X]
irreducible. Probar que si f divide a ®,, entonces deg f = [K ({,,) : K].
10. Sea g una potencia de un primo, y sea n un natural coprimo con q.

(a) Sea E una extension ciclotémica de Fy de indice n. Probar que E tiene q™
elementos, con m el menor nimero natural tal que n | g™ — 1.

(b) Probar que el polinomio &, € IF,[X] es irreducible sii q tiene orden ¢(n) en
(Z/nZ)>.

11. Probar que:

(@) Sip esun primo mayor que 3, entonces &, es reducible en F,[X].

(b) El polinomio X* + 1 es reducible en IF,[X ] cualquiera sea el primo p.

12. Probar que:

(a) En F5 no hay raices 13-ésimas de la unidad distintas de 1.
(b) SiE es una extension ciclotémica de indice 13 de F5, entonces

[E:Fs]=3< p(13).

13. (a) Encuentre todos los n € N tales que <T>n es irreducible sobre Fo[X].

(b) Si p es un primo, encuentre los nimeros m € N tales que @, es irreducible
sobre . [X].

14. Encuentre la factorizacién de &, como producto de polinomios irreducibles

en Fy,[X].

15. (a) Calcule la norma vy la traza de v2 en Q (\3/5) /Qyen@Q (13/5, 8,'3) /Q.

(b) Si p es primo, calcule la norma y la traza de {, en Q (Cp) /Q.

(¢) Sid esun entero libre de cuadradosya € Q (\/E) \ Q, entonces
m(a,Q) = X2 —tr(a)X + N(a).

16. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p y sea t trascendente sobre K. Cal-
cule la norma y la traza de t en K(t)/K (t?).
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17. Sea p € N un primo mayor que 3 y sean u y v algebraicamente independientes
sobre F,. Sean K =F, (B yE= F,(u,v). Calcule la norma y la traza de u + v
en E/K.

18. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p y sea E /K una extension de grado [,
con [ un nimero primo distinto de p. Existe a € E tal que E = K(a) y tal que el
coeficiente de grado [ — 1 de m(a, K) es cero.

19. (a) La norma de la extensién C/R se restringe a un morfismo de grupos
C* — R*. Calcule su nucleo y su imagen.

(b) Lanorma de la extension Q (1/5) /Q no es ni inyectiva ni sobreyectiva.

20. Si L/K es una extension finita de un cuerpo finito K, entonces la norma y la

traza de L/K son funciones sobreyectivas.

21. SeaK=F, (t7 — t) y sea E =TF,(t) con t trascendente sobre F,.

(a) Encuentre una base del nticleo de la transformacion lineal trg xE—K.

(b) Encuentre una base de E como K-espacio vectorial cuyos elementos tengan
traza igual a 1.

22. Sea K un cuerpo de caracteristica positiva p, sea E/K una extension de grado n
coprimoconpyseax € E. Sitrg (xl) =O0paratodoi € {1,...,n}, entonces x = 0.

Leopold Kronecker
1823-1891, Alemania
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