ALGEBRA 3
Segundo cuatrimestre — 2019

Practica 5: Cuerpos finitos y extensiones infinitas

1. Sea K un cuerpo finito. Caracterizar los grupos (K, +) y (K*, ), en términos del
teorema de estructuras para grupos abelianos finitos.

2. Sea E una clausura algebraica de F,. Dados m,n € N, sean F,»,F,. € E los

cuerpos de p™ y p" elementos. Probar que F,. € T, siy solo si m | n.

3. Sea K un cuerpo finito. Probar que para todo n € N existen polinomios irredu-
cibles en K[X] de grado n.

4. Sea K un cuerpo finito de g elementos. Para cada n > 1 denotemos por u(n) a
la cantidad de polinomios irreducibles ménicos de grado n en K[X].

(a) Probar que q" = Zdln d-u(d).
(b)' Dar una férmula para u(n).
5. Sea f € F,[X] irreducible de grado n y sea k € N. Probar que f se factoriza en

FF,«[X] como producto de polinomios irreducibles de grado 3, donde d = gcd(n, k).
Concluir que f sigue siendo irreducible en F«[X] si y solo si n y k son coprimos.

6. Sea K un cuerpo finito, y sean E, L extensiones de K de grados m y n respecti-
vamente.

(a) Probar que [EL : K]= mcm(m,n).

(b) Probar que [ENL : K]= mcd(m,n).

7. Sea E una clausura algebraica de F, Sea o € Gal(E/F,) el automorfismo de
Frobenius.

(a) Probar que o tiene orden infinito.

(b) Probar que (o) & Gal(E/F,).

8. Sea E/K una extensidn galoisiana y sean H, H' subgrupos cerrados de Gal(E/K)
tales que H < H' y [H' : H] < oo. Probar que la extensién E” /EF es finita, y
[EF:E" ]| =[H':H]

9. Sea E/K una extensién galoisiana, y sea S un subconjunto de Gal(E/K). Sea ES
la subextension dada por

ES={x€E:ox=x VYoe€S}.

Probar que Gal (E JES ) es la clausura del subgrupo de Gal(E/K) generado por S.

10. Sea E/K una extensién galoisiana, y sea & una familia de subextensiones ga-
loisianas de E/K tales que

* EZUFEL@F'
e Dadas F,F' € &, existe F” € & tal que FF' C F”.
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Probar que
Gal(E/K) zyerr)@ Gal(F /K).

11. Sea p un primo. Para cada n > 1 sea &,. una raiz primitiva p"-ésima de la
unidad, y sea E/Q la extension galoisiana dada por

E=Q({&, :n>1}).

Probar que
Gal(E/Q) = lim (Z/p"Z)".

12. Sea p un primo, y sea E una clausura algebraica de F,,.

(a) Probar que

Gal(E/F,) ~ lim Z/nZ.
(b) Sea o € Gal(E/F,) el automorfismo de Frobenius. Probar que

Gal(E/F,) = (o).

(c) Para cada primo g, hallar una subextension cuyo grupo de Galois sea isomorfo
az,.
q

13* Probar que el tnico elemento no trivial de orden finito de Gal (@/Q) es la
conjugacion compleja.
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