ALGEBRA II
Primer Cuatrimestre — 2019

Préctica 1: Grupos - Primera Parte

Definiciones y ejemplos

1.1. Probar que los siguientes conjuntos son grupos abelianos con el producto
de ntimeros complejos. Determinar cuéles de ellos son ciclicos.

(@) G,={zeC:z"=1};
(b) S'={zeC:l|z[ =1}
(¢) Gpo = Uyen Gpr donde p es un ntimero primo.
1.2. Sean k un cuerpo y n € N. Se definen:
GL, (k) = {A € M, (k) : det A # 0}
SLy(k) = {A € My(k) : det A =1}
Probar que, dotados de la multiplicacién usual de matrices, estos dos conjun-
tos resultan ser grupos. Describirlos para n = 1. ;Cudndo son abelianos?
1.3. Grupo opuesto. Sea (G,*) un grupo. El grupo opuesto de G es el conjunto
G°P = G con la operacién xqp definida por:

*op 1 (& 1) € G x GP i hxg e G

Probar que (G°P,xop) es un grupo.

1.4. Exponentes pequefios. El exponente de un grupo G es el menor nimero
natural e tal que para todo g € G se tiene g° = 1 —si es que existe algtin e con
esta propiedad.

(a) Mostrar que los grupos de exponente 2 son abelianos.
(b) Considerar:

1 a ¢
G= 010D EGL3(IF‘3):a,b,c€IE‘3
0 01

Mostrar que G, con el producto usual de matrices, es un grupo no abelianofj
de exponente 3.

1.5. Sean G un grupo, X un conjunto y GX el conjunto de todas las funciones
f: X — G. Dotamos a GX del producto * dado por (f xg)(x) = f(x)g(x)
para todo x € X. Probar que (G*,*) es un grupo. ;Cuando es abeliano?

1.6. Producto directo. Sean G y H grupos. El producto directo de G y H es el
conjunto G x H con la operacién dada por:

((g1/h1>/ (gz,hz)) c (G X H) X (G X H) — (glgz,hlhz) e GxH
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Probar que G x H es un grupo. Probar que G x H es abeliano sii G y H son
abelianos.

1.7. Fp-espacios vectoriales. Sean p un ntmero primo, F, un cuerpo de p-
elementos y G un grupo abeliano de exponente p. Mostrar que es posible
definir una multiplicacién - : F,, x G — G por escalares de F, de manera que
(G, +, ) resulte un F-espacio vectorial.

Subgrupos

2.1. Sean G un grupoy H C G un subconjunto. Mostrar que son equivalentes:
(i) H es un subgrupo de G.
(i) H esno vacioy Vx,y € H, xy’l € H.

Mostrar que si G es finito, estas afirmaciones son equivalentes a:

(iii) H esno vacioy Vx,y € H, xy € H.

Dar un contraejemplo para esta tltima equivalencia cuando G es infinito.

2.2. Sea H el conjunto de 8 elementos {+1, +i, +j, +k} dotado del producto
dado por las siguientes ecuaciones y la regla usual de los signos:

i-j=k,
jri=—k,
ii=jj=

ik = k-i=j,
-] ', i-k=—j,
-k

»»\x

i

El par (H, -) es un grupo no abeliano al que llamamos grupo de cuaterniones. E1
siguiente diagrama permite recordar la tabla de multiplicacién de H

O

Hallar todos los subgrupos de H.

2.3. Sean G un grupo y H; y Hy subgrupos de G. Probar que:
(a) Hi N Hj es un subgrupo de G.

(b) Hi U H; es un subgrupo de G sii H; € Hp o H, C Hj.
2.4. Sea G un grupo.

(1) Sea H una familia de subgrupos de G. Mostrar que (\gcy H es un sub-
grupo de G.

(b) Seaahora X C G un subconjunto arbitrario. Mostrar que existe un menor
subgrupo de G que contiene a X. Describirlo en términos de los elemen-
tos de X.

El subgrupo cuya existencia se afirma en la segunda parte de este ejercicio se
denomina el subgrupo de G generado por X y se denota (X). Si X = {x1,...,x,},
escribimos (xq,...,x,) en lugar de ({x1,...,x,}).

2.5. Probar que Z = (m, n) sii m y n son coprimos.
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2.6. (1) Sea G = GLp(Z) y sean a, B € G dados por

0 -1 0 1
=3 o) =(5 )
Mostrar que a* = B% = id, pero que af tiene orden infinito. Asi, («, 8)

es infinito. Este ejemplo muestra que finitos elementos de orden finito
pueden generar un subgrupo infinito.

T(b) Caracterizar (a, ).

2.7. (a) Sean G un grupo, ¢ € G un elemento de orden finito y n € Z.
Calcular ord(g").

(b) Mostrar que un grupo no trivial sin subgrupos propios es ciclico de orden
primo.

2.8. Sea G C C* un subgrupo finito del grupo multiplicativo C*. Probar que
existe n € N tal que G = G, es el grupo de las raices n-ésimas de la unidad.

Subgrupos normales

3.1. Sean G un grupo, X C G un subconjunto tal que G = (X) y N un
subgrupo de G. Mostrar que N es normal en G sii xNx~! = N para todo
x € X. Mostrar que si G es finito entonces alcanza con pedir xNx~! C N para
todo x € X.

3.2. Sea G un grupo.
(1) Sea H una familia de subgrupos normales de G. Mostrar que Nycy H
es un subgrupo normal de G.

(b) Sea X C G un subconjunto arbitrario. Mostrar que existe un menor
subgrupo normal de G que contiene a X. Describirlo en términos de los
elementos de X.

El subgrupo cuya existencia se afirma en la segunda parte de este ejercicio se
denomina el subgrupo normal de G generado por X. En general, este subgrupo
no coincide con el subgrupo generado por X, construido en 2.4.

(a) Supongamos que X C G es un conjunto tal que, cualquiera sea g € G, es
¢Xg~! C X. Mostrar que entonces el subgrupo normal generado por X
coincide con el subgrupo generado por X.

3.3. (1) Sea G un grupo y sea N C G un subgrupo tal que gNg~! C N para
todo ¢ € G. Mostrar que N es normal.
(b)) Sean G = GLy(Q) y H = {(}#):n€Z} C G. Verificar que H es un
subgrupo de G. Sea ahora g = (39) € G. Mostrar que gHg ™! C H.
3.4. Si G es un grupo y A, B C G son subconjuntos, definimos AB = {ab:a €
A,b € B}. Supongamos que A y B son subgrupos de G. Probar que:
(a) AB esun subgrupo de G sii AB = BA.
(b) G=ABsii G = (A,B)y AB = BA.
f(c) Si AB=BAyC C G es un subgrupo tal que A C C, entonces ABNC =
A(BNC).
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*(d) Si G = ABy C C G es un subgrupo tal que A C C, entonces C =
A(BNC).
(e) Sialguno de A o B es normal en G entonces AB es un subgrupo de G.
(f) Silos dos son normales, entonces AB es un subgrupo normal de G.
3.5. Sea G un grupo. Si a,b € G, escribimos [a,b] = aba~1p~1; [4,b] es el
conmutador de a y b. Es facil ver que [a,b] = 1 sii a y b conmutan, asi que en
cierta forma [a, b] mide la no-conmutatividad de a y b.
(a) Sea X = {[a,b] : a,b € G} y sea G’ = (X) el subgrupo generado por X
en G. Mostrar que G’ es normal en G. Llamamos a G’ el subgrupo derivado
de G y lo denotamos por [G, G|.

(b) Probar que G es abeliano sii [G, G| = 1.
(c) Calcular [G, G| cuando G es H o un grupo diedral D,,.

Definicién. Un grupo es perfecto si coincide con su subgrupo derivado.

*(a) Sea k un cuerpo finito. Mostrar que [GL,(k), GL,(k)] = SLy(k) con la
excepcion de GLy(IFp). Mostrar que SL, (k) es perfecto con la excepcion
de SL(F2) y SL2(F3). ¢Qué sucede en los casos excepcionales?

3.6. (1) Sea G un grupo y sea Z(G) = {g € G : gh = hg para todo h € G}.
Mostrar que Z(G) es un subgrupo normal de G. Llamamos a Z(G) el
centro de G y decimos que los elementos de Z(G) son centrales en G.

(b) Sean G un grupoy X C G un subconjunto tal que G = (X). Mostrar que:
Z(G) ={g€ G:gx =xgparatodo x € X}

(c) Encontrar el centro de un grupo abeliano, de D,, paran > 1, de H, y de
GL; (k) para k un cuerpoy n > 1.

(d) Sean G un grupo y X un conjunto. Calcular el centro de GX.

3.7. Encontrar todos los subgrupos de D, y determinar cuédles de ellos son
normales en Dy.

3.8. Probar que todo subgrupo de H es normal. Concluir que H 2 D4. Un
grupo no abeliano con todos sus subgrupos normales se dice Hamiltoniano. El
siguiente teorema de Reinhold Baer (1902-1979) describe completamente esta
clase de grupos:

Teorema. (R. Baer, Situation der Untergruppen und Struktur der Gruppe,
S. B. Heidelberg. Akad. Wiss. 2 (1933), 12-17) Un grupo finito es hamiltoniano
sii es isomorfo a H x A para algiin grupo abeliano A que no tiene elementos de
orden 4.

3.9. Sea G un grupo.

(1) Sea g € G. El centralizador de g en G es el subconjunto C(g) = {h € G :
gh = hg}. Mostrar que se trata de un subgrupo de G y que es, en efecto,
el subgrupo més grande de G que contiene a g y en el que g es central.

(b) Sea N C G un subconjunto. El centralizador de N en G es el subconjunto
C(N) = {h € G : nh = hn para cada n € N}. Mostrar que se trata de un
subgrupo de G.

(c) Mostrar que si N C G es un subconjunto, entonces C((N)) = C(N).
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(d) Sea H C G unsubgrupo de G. El normalizador de H en G es el subconjunto
N(H) = {g € G: gH = Hg}. Mostrar que se trata de un subgrupo de G.
Mostrar, més atn, que H es un subgrupo normal de N(H), y que N(H) es
el subgrupo mds grande de G que contiene a H como subgrupo normal.

fle) Si N C G es un subconjunto normal (es decir, si para cada ¢ € G,

¢Ng~! = N), entonces C(N) es un subgrupo normal de G.

Ejercicios adicionales®

1. Sean € Ny seaw € Gyr una raiz primitiva 2"-ésima. Consideremos las
y 2

matrices
w 0 0 -1
R~ (5 W) s=(1 )

y sea H, = (R,S) el subgrupo de GL,(C) generado por R y S. Llamamos
a H,, el n-ésimo grupo de cuaterniones generalizados. Determinar el orden de H,
y listar sus elementos. Mostrar que H; es isomorfo al grupo H del ejercicio
2.2.

4.2. El objetivo de este ejercicio es dar un ejemplo de que la normalidad no es
transitiva.

(a) Sea G el conjunto de todas las funciones f : R? — R? que pueden es-
cribirse en la forma

f x\  [(ax+by+e
y) \ex+dy+f
paraciertos a,b,c,d,e, f € Rconad — bc # 0. Mostrar que G, con respecto
a la composicién de funciones, es un grupo.

(b) Sea T el subconjunto de G formado por las funciones f : R? — R? que
pueden escribirse en la forma

X\ _ (x+e
! (3/) N (y +f )
para ciertos ¢, f € R. Mostrar que T es un subgrupo normal en G.

(c) Sea L el subconjunto de T formado por las funciones f : R> — R? que
pueden escribirse en la forma

f (x) B (x + e)
y y+f
para ciertos e, f € Z. Mostrar que se trata de un subgrupo de T; como
T es abeliano, L es normal en T.

(d) Mostrar que L no es normal en G. En conclusiéon: L es normalen Ty T
es normal en G, pero L no es normal en G.

4.3. Sean G un grupo y H un subgrupo propio de G. Mostrar que (G \ H) =
G.
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4.4. Sean G un grupoy S C T C G subconjuntos. Recordar la definicién de
centralizador del ejercicio 3.9. Probar que:

(a) C(S)2C(T)

(b) C(C(S))2S

(c) C(C(C(S))) =C(S)

4.5. Sean G un grupo y g € G. Probar que:

(@) g€C(y)

(b) C(C(g)) =Z(C(g))

(c) C(g) CC(h)siiheZ(C(g))

(d) C(g) € C(h) sii Z(C(g)) 2 Z(C(h))
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