Topologia
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2005
PRACTICA 2

Redes
Sea A un conjunto no vacio. Decimos que A es dirigido si existe una relacion > en A
que verifica:

) a>a Ya€eA
) Sia>fyf>y=a>vy
1) Dados o, f € A, existe y € Atal quey>ayy>f

Un subconjunto I' C A se dice cofinal si para todo A € A, 3y € T tal que v > A. Se
verifica facilmente que I' esta dirigido por >.

Sea. X un espacio topolégico. Una red en X es una funcién f : (A,>) — X donde
el par (A,>) denota a un conjunto dirigido. Si o € A notaremos f(a) = z,, y a la red
f:(A,>) = X como (Z4)aea-

Se dice que una red (z,)aep converge a x si para todo U abierto tal que = € U existe
ap € A tal que x5 € U si f > ap. Si (Ta)aen converge a x, escribimos z, — .

Dada f: (A,>) — X una red, (I', =) otro conjunto dirigido y g : I' — A una funcién,
decimos que fog: (I',=) = X es una subred de (z4)aca si g verifica: Vo € A, Iy €T
tal que g(7) > a Vv = 7. A la subred la notaremos (z,. ) er-

1) Sea (X,T) un espacio topolégico. Probar que las redes convergentes verifican las las
siguientes propiedades:

R1: Si (24)aca es eventualmente constante, entonces (,)aep converge a la constante.
R2: Si (z4)aea converge a z, entonces toda sub-red de (z,)aca converge a z.

R3: Si (z4)aeca verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x,
entonces (Z,)aca converge a .

R4: Sean A un conjunto dirigido, y para cada o € A sea I'y, un conjunto dirigido.
Supongamos que para cada o € A se tiene una red (z9)ker,, que converge a
r* € X, y ademds (2%)qep converge a € X. Consideremos ® = A x [ cxTa
ordenado por el orden producto, esto es,

(047 (kﬁ)ﬁeA) > (O/, (l{?lﬁ)lgeA) = a> o y k?ﬁ > /{ZIB Vﬁ € A.

Entonces la red (o, (kg)gen) — x5 converge a .

2) Sea (X, 7T) un espacio topoldgico. Probar que la férmula
A={2€ X : I20)acr CA, y 20 — 2}

define un operador de clausura. Probar que esta clausura es la misma que la usual.
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3)

Si (Za)aca €s una red, decimos que = € X es un punto de acumulacion de la red si
para todo A € .%,, el conjunto {a € A : 2, € A} es cofinal en A. Probar que = es un
punto de acumulacién de la red si y sélo si existe una subred de (z,)aeca que converge
a x (para la ida, considerar I" el conjunto de pares («,U) con o € A, U entorno abierto
de x que contiene a x,, con el orden (o, U) <X (B, V)sia< gy V CU,).

Funciones Continuas.

Sean X,Y espacios topoldgicos. Probar que cada una de las siguientes condiciones
sobre f: X — Y es equivalente a pedir que f sea continua

a) Para todo x € X, y para todo A € .%,, y = f(z), existe B € .%, tal que f(B) C A.

b) Para toda red (z4)aca C X tal que x, — z, se tiene que f(z,) — f(z).

¢) Paratodo A C X, f (Z) - m

d) Si B es una base para la topologia de Y, f~!(B) es abierto en X para todo B € B.

e) Si S es una sub-base para la topologia de Y, f~1(S) es abierto en X para todo
SeSs.

Lema de pegado. Sea {A,}aca una coleccién de subconjuntos del espacio topolégico
X tal que X = U A,. Sea f: X — Y y supongamos que f|4, es continua para cada

acA
aec A
a) Probar que si cada A, es abierto, entonces f es continua.
b) Probar que si A es finito y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es continua.

)
)
¢) Encontrar un ejemplo donde A = N, cada A, es cerrado, pero f no es continua.

d) Una familia { A, }aea se dice localmente finita si para cada x € X existe un abierto
UCX,zeU,tal que UN A, # () s6lo para finitos valores de a. Mostrar que si la

familia { A, }aca es localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es continua.

Sean X,Y,Z espacios topoldgicos, vy sea f : X XY — Z una funcion. f se dice
continua en z si f(—,y): X — Z es continua para todo y € Y. Andlogamente, f se
dice continua en y si f(x,—):Y — Z es continua para todo = € X.

a) Pruebe que si f es continua, entonces es continua en cada variable.

b) Dé un ejemplo en el que f sea continua en cada variable y sin embargo no sea
continua.

Sean X un espacio topolégico y F C X. Sea xg : X — R la funcién caracteristica de

E| esto es,
1 si zekl

XE(x):{o si r¢E

Probar que yg es continua en x si y sélo si x no pertenece a la frontera de E.
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8) a) Sean X,Y conjuntos totalmente ordenados, con la topologia del orden. Si f : X —
Y es biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.

b) Sea n € N. Sea g : R>g — Rxq, g(z) = /2. Probar que g es un homeomorfismo.
¢) Sea X = (—o00,—1)U[0,400) con la topologia euclidea. Definimos f : X — R por:

f(x):{x+1 si o r<-—1

T si x>0

Probar que f es biyectiva y preserva el orden. ;Es f un homeomorfismo?

9) Sea Y un conjunto totalmente ordenado con la topologia del orden. Sean f,g: X — Y
funciones continuas.

a) Probar que el conjunto {z € X : f(z) < g(x)} es cerrado en X.
b) Sea h: X — Y la funcién

h(x) = min{f(x), g(z)}.

Probar que h es continua.

(Sugerencia: probar que h es continua en dos cerrados apropiados.)

Topologias dadas por una métrica

10) a) Sean zg € X e yg € Y. Probar que las funciones f: X - X xY yg:YV - X xY
definidas por f(x) = (z,v0), 9(y) = (20, y) son subespacio (o inmersiones). Esto es,
definen un homeomorfismo con su imagen.

b) Sea X un espacio con una distancia d : X x X — R. Probar que la topologia
inducida por la métrica es la minima tal que d es continua.

(Sugerencia: si d es continua, también lo es d, : X — R, d,,(z) = d(z, x0).)

11) Mostrar que R x R con la topologia del orden del diccionario es metrizable (i.e. existe
una métrica tal que la topologia que induce la métrica coincide con la dada).

12) Sea R¥ el conjunto de las sucesiones de nimeros reales. Se define en R* la topologia
uniforme de la siguiente manera:

Primero se define en R la métrica acotada d(a,b) = min{|a — b|,1} (notar que induce
la misma topologia que la usual). Luego se define en R¥ la métrica uniforme como

d((an)nen; (bn)ner) = supper{d(an, bn)}-

a) Verificar que la métrica uniforme es efectivamente una métrica.

b) Decidir si las siguientes funciones de R en R“ son continuas tomando en R la
toplogia usual, y en R“ la topologia uniforme.

ft) = (t,2,3t,..),
(t,t,t,...),
ht) = (t, 5t 5t,...).

KQ

—~
~+

~—



Topologia — Segundo Cuatrimestre 2005 —

Practica 2 Pagina 4

13)

14)

15)

16)

17)

¢) Decidir si las siguientes sucesiones convergen en R con la topologia uniforme.

=(1,1,1,1,...), a2 =(1,1,1,1,..))
wy =(0,2,2,2,...), x2=(0,3,3,3,..))
=(0,0,3,3,...), x3=(0,0,%,3,...)
v = (1,0,0,0,...), 2z =(1,1,0,0,...)
y2=(3,3,0,0,...), 21 =1(335,00,...)
ys = (3,3,3,0, = (3,3,0,0,...),

~—
cW
. w

d) Calcular la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero con respecto
a la topologia uniforme de R“.
Sea p la distancia uniforme sobre R¥. Dado x = (x1,2,...) € R¥ y dado 0 < € < 1,
sea
Uz, e) = - X (zy,

(x1 — 6,21 + €) X — 6Tyt €). ..

a) Pruebe que U(z,€) no es igual a la bola B;(z, €).

b) Pruebe que U(z, €) ni siquiera es abierto en la topologia uniforme.

c¢) Pruebe que

Bs(x,€) = Us U(x, 9).

), (b1, 0o, ...
mos h : RY — R¥ por la férmula

Sean (aq, as, . . . ) € R¥ dos sucesiones tales que a; # 0 para todo i. Defina-

h(([L‘l,ZEg,...)): ),

Dar condiciones sobre los niimeros a;, b; para que h sea continua. ;Y para que h sea

(@121 + b1, asxy + bo, . ..

un homeomorfismo?

Sean (X,,d,) espacios métricos. Pruebe que [], .y X» con la topologia producto es
metrizable.

Topologia Producto vs. Topologia Caja

Sea { X }icr una familia de espacios topoldgicos, y sea para cada ¢ € I un subconjunto
A; C X;. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas si se
toma en X =[],

.e1 Xi la topologia producto. ;Y si se toma la topologia caja?

a) Si cada A; es cerrado en X; entonces Hie ; A; es cerrado en X.
b) Hie[ A = Hz’e[ A

Sea (Z4)aeca una red de puntos en el espacio topolégico X = [[..; X; (considerado con

el
la topologia producto). Probar que la sucesion (x)aep converge a  si y sélo si la red
mi(z,) converge a m;(z) en X; para todo i € I. jEs cierto esto si se toma en X la

topologia caja?
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18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

a) Comparar las topologias caja, producto y uniforme en R¥.

b) Hacer de nuevo los items (b), (c), (d) del ejercicio 12 de esta préactica, tomando en
R“ la topologia caja y la producto. Comparar con lo obtenido para la topologia
uniforme.

Considerar la funciéon h definida en el ejercicio 14. Probar que con sélo pedir que todos
los a; sean no nulos entonces h es un homeomorfismo si se considera en R“ la topologia
producto. ;Y si en R¥ consideramos la topologia caja?

Topologias iniciales y finales — Cocientes y Subespacios

Sea k un cuerpo. Dotamos a k de la topologia cofinita. Pruebe que {p : k" —
E}pekiz,,....zn) €8 una familia inicial para la topologia Zariski en k".

Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos. Sean Z = [] X,y

i1 Xy W= Hiel
para cada ¢ € I, m; : Z — X; la proyeccion i-ésima, y A\; : X; — W la inclusién.

a) Probar que m; es abierta para todo i € I.

b) Probar que \; es abierta y cerrada.

Sea {X LN XZ-} una familia inicial de funciones (o sea, X tiene la topologia inicial
iel
inducida por las funciones f;), y f: X — [[ X; la funcién definida por

f(z) = (fi(x))ier.
Sea Z la imagen de f. Probar que f: X — Z es abierta.
Consideremos el espacio de Sierpinski, S = {0,1}, T(S) = {0,{1},S}. Sea X un
espacio topologico.

a) Probar que A C X es abierto si y sélo si la funcién caracteristica de A, x4 : X — 5,
es continua.

b) Probar que la familia {xy }ue7, es una familia inicial para la topologia de X.

Probar que si f : X — Y es final e inyectiva, entonces es subespacio (i.e. f es inicial e
inyectiva).

Si f: X — Y es inicial y suryectiva, entonces es cociente (i.e. f es final y suryectiva).

a) Sea f: X — Y una funcién continua. Probar que si existe g : Y — X continua tal
que f o g =idy, entonces f es un cociente.

b) Si A C X, una retraccion de X sobre A es una funcién continua r : X — A tal que
r(a) = a para todo a € A. Concluir que toda retraccién es un cociente.

Sea 71 : R x R — R la proyeccién a la primer coordenada.
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28)

29)

30)

31)

a) Sea X el subespacio ({0} x R)U (R x {0}) de R x R, y sea g = m|x. Mostrar que
g es un cociente cerrado pero no abierto.

b) Sea Y el subespacio (Rsg x R)U (R x {0}) de R x R, y sea h = m|y. Mostrar que

h no es abierta ni cerrada pero es cociente.

Caracterizar el espacio cociente R?/ ~ en cada uno de los siguientes casos

a) (zo,%0) ~ (z1,51) € xo +y5 = 1 + ¥i.
b) (w0, yo) ~ (x1,41) & @f + ¥ = 27 + yi.
Sea Z el subespacio R x {0} U {0} x R de R x R. Definimos g : R x R — Z por la
formula
{ 9((z,y)) = (z,0)siz#0
9((0,9)) = (0,y)
a) (Es g un cociente? jEs g continua?

b) Halle una base para la topologia cociente en Z inducida por g.

Acciones de un grupo en un espacio topolégico.

Sea X un espacio topolégico y G un grupo. Decimos que X es un G-espacio si G
actua en X por homeomorfismos, esto es, G actiia en X, y para cada g € G la funcién
6, : X — X definida por 0,(z) = ¢ - = es continua (y dado que (6,)~! = 6,-1, tenemos
que 6, es homeomorfismo).

Probar que los siguientes espacios topoldgicos son G-espacios.

a) X=R, G=Z%Z,ylaaccibonesn-xr=n+x, paran € Z, x € R.

b) X =R2, G=7Zx7Z,ylaaccién es (n,m) - (z,y) = (n+z,m+y).

c) X =8" G="7Zy={%xl}, ylaaccién es £1-x = +x.

d) X = {(z,y) e R*: —1/2 <y < 1/2}, G = Z, y la accién es m - (z,y) =
(m+x, (=1)™y).

Si X es un G-espacio, podemos definir en X una relaciéon de equivalencia por

r~y <= dgeXtalquey=g-uz.

El espacio de cociente resultante lo notamos con X/G, y consideramos en él la topologia
cociente.

a) Probar que la proyeccién al cociente p : X — X/G es abierta.
b) Probar que si G es finito, p es cerrada.

c) Probar que el espacio cociente R/Z (ejercicio 30a) es homeomorfo a S*.
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d) Probar que el espacio cociente R?/Z x Z (ejercicio 30b) es homeomorfo al toro
St x St

e) El espacio cociente S™/Zs (ejercicio 30c) se nota P"(R), y se llama el espacio pro-
yectivo real de dimensién n. Pruebe que para n = 2, este espacio es homeomorfo al
cociente de [0, 1] x [0, 1] por la relacién que identifica (0,y) con (1,1 —y) para todo
y €10,1], y (z,0) con (1 — z,1) para todo x € [0, 1].

f) El espacio cociente X/Z (ejercicio 30d) es homeomorfo a la banda de Mobius.
(Recordar que la banda de Mébius se define como el cociente de [0, 1] x [0, 1] por
la relacién que identifica (0,y) con (1,1 —y), y € [0, 1].)

Grupos topoldgicos

Un grupo (G,-) dotado de una topologia 7 tal que - : G x G - Gy ! : G — G son
funciones continuas se dice un grupo topoldgico.

32) Pruebe que (R",+), (C*,+) y (S%,.) son grupos topoldgicos.

33) Sea k =R o C. Verifique que los siguientes grupos de matrices, vistos con la topologia
subespacio respecto de k™*™, son grupos topoldgicos:

a) El grupo general lineal GL,,(k) = {A € k™" : det(A) # 0}.

b) El grupo especial lineal SL, (k) = {A € GL, (k) : det(A) = 1}.

c¢) El grupo ortogonal O(n) = {4 € GL,(R) : AA* = 1}.

d) El grupo unitario U(n) = {4 € GL,(C) : AA* =1},

e) El grupo ortogonal especial SO(n) = O(n) N SL,(R).

f) El grupo unitario especial SU(n) = U(n) N SL,(C).

34) Muestre que SO(2) es homeomorfo a S y que SU(2) es homeomorfo a S®.
35) (Es (Z,+) con la topologia cofinita un grupo topolégico?

36) Sea GG un grupo topoldgico.
a) La inversién, las multiplicaciones a izquierda y a derecha y las conjugaciones son
todos homeomorfismos de G.

b) Para todo par de puntos x,y € G hay un homeomorfismo f : G — G tal que
fl@)=y.
¢) La funcién a : G x G — G definida por a(g,h) = gh™! es continua.

d) Sea e el neutro de Gy sea U un abierto que contiene a e. Probar que existe un
abierto V que contiene a e tal que V.V CU y V-1 =V.

e) Si H < G es un subgrupo, entonces H es un subgrupo de G. Si ademéds H es
normal en G, entonces H también lo es.



