Capitulo 2
El algebra de grupo

2.1. Nociones basicas

Sea K un cuerpo y sea G un grupo. El dlgebra de grupo K|[G] es el K-espacio
vectorial con base {g : g € G} con la estructura de dlgebra dada por el producto

(Z lgé’) <Z MiJl) = Y Aelin(gh).
geG heG g.heG

Es fécil ver que K[G] nunca es un dlgebra simple: el conjunto

I(G):{Zzggek[c]: ngzo}

geG geG

es un ideal propio y no nulo de K[G] (pues dim/(G) = dimK[G] — 1). Este conjunto
se conoce como el ideal de aumentacién de K[G].

Ejercicio 2.1.1. Sea G = C,, el grupo ciclico de orden n (escrito multiplicativamen-
te). Demuestre que K[G] ~ K[X]/(X" —1).

Ejercicio 2.1.2. Sea G un grupo finitamente generado abeliano y sin torsién. De-
muestre que K[G] es un dominio.

Ejercicio 2.1.3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Sea o € K[H]. Demuestre
que o es inversible (resp. divisor de cero a izquierda) en K[H] si y sélo si « es
inversible (resp. divisor de cero a izquierda) en K[G].

Ejercicio 2.1.4. Sean G un grupo y & = Y .c; A¢g € K[G]. Se define el soporte de
a como el conjunto

suppa = {g € G: A, #0}.
Demuestre que si g € G, entonces supp(ga) = g(supp &) y supp(ag) = (supp &)g.
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20 2 El dlgebra de grupo
2.2. El teorema de Maschke

El objetivo de esta seccion es calcular el radical de Jacobson del dlgebra de grupo
de un grupo finito. Comenzamos con un ejemplo:

Ejemplo 2.2.1. Sea G = C, = (g) = Z/2 el grupo de dos elementos escrito multi-
plicativamente. Todo elemento de K[G] es de la forma o = al + bg para escalares
a,b € K y el producto de K[G] estd dado por

(al +bg)(cl +dg) = (ac+bd)1 + (ad + bc)g.
Si la caracteristica de K es distinta de dos, la funcion
K[G] > KxK, al+bg— (a+b,a—b),

es un isomorfismo de dlgebras. Si en cambio K es de caracteristica dos, la funcion

KK at+b b
K[G]_><OK)’ a1+bg»—>< 0 a+b>’

es un isomorfismo de dlgebras.

Veamos otros ejemplo un poco mas dificiles. La idea a utilizar es la siguiente: Si
A es una K-dlgebray p: G — U(A) es un morfismo de grupos, donde U(A) es el
grupo de unidades de A, entonces la funcion K[G] — A, Yoc6Agg > Yoco A¢P(8),
es un morfismo de dlgebras.

Ejemplo 2.2.2. Sea G = C3 el grupo ciclico de orden tres (escrito multiplicativa-
mente). Entonces
R[G] ~R x C.

Escribamos G = (g: g> = 1) y sea
¢0:R[G| = RxC, g~ (1,m),

donde @ es una raiz cibica primitiva de la unidad. Entonces ¢ es inyectivo pues
0=¢(al+bg+cg?) = (a+b+c,a+bw+co?®) implicaque a = b = ¢ = 0. Luego
¢ es un isomorfismo pues dimg R[G] = dimg (R x C) = 3.

Ejemplo 2.2.3. Sea G = (r,s: > = s> = 1, srs = r~!) el grupo diedral de seis ele-

mentos. Vamos a demostrar que C[G] ~ C x C x M,(C). Sea @ una raiz ctbica de

la unidad y sean
o 0 01
R‘(o co2>’ S‘<10>'

Un cdlculo sencillo muestra que R = S =1y que SRS = R!. Sea

¢: C[G] > CxCxM(C), r—(1,,LR), s~ (1,—1,5).
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Es fécil ver que ¢ es un morfismo de dlgebras. Veamos que es biyectivo. Como
dim¢ C[G] = dim¢ (C x C x M»(C)) = 6, basta ver que @ es inyectivo. Si

a=ag+ayr+ar’+ (b0+b1r+b2r2)s € ker o,

entonces
o1 02
0= a)=|u,v, 5
o= (w311 G

donde

u=ayg+a,+ay+by+by+bs, v=ag+a;+a,—by—by—by,

o1 = ap+ a1 + a0, o2 = by + b0 + by,

(0531 :b0+b260+b1602, (X22:a0+aza)+ala)2‘

Un célculo sencillo muestra que estas ecuaciones implican que ¢ = 0 y luego ¢ es
inyectiva.

Ejercicio 2.2.4. Demuestre que si G es el grupo diedral de seis elementos entonces
Q[G] ~Q x Q@ x M(Q),

donde w es una raiz ctibica primitiva de la unidad.

Teorema 2.2.5 (Maschke). Sea G un grupo finito. Entonces J(K[G]) = 0 si y sdlo
si K es de caracteristica cero o la caracteristica de K no divide al orden de G.

Demostracion. Supongamos que G = {g1,...,8,} con g1 = 1. Sea p: K[G] = K
dada por o — traza(Ly ), donde Ly () = aff. Tenemos p(g1) =ny p(gi) =0 pa-
ratodo i € {2,...,n} pues, como L, (g;) = gigj # &, 1a matriz de L, en la base
{g1,...,8n} tiene ceros en la diagonal.

Supongamos que J = J(K[G]) es no nulo y sea oo = Y7 | A;g; € J\ {0}. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que A; # 0 (pues si A; = 0 hay algiin
A; # 0y alcanza con tomar gi’l a € J). Entonces

p(@)= Y. Aip(e) = nh.
i=1

Como G es un grupo finito, K[G] es un dlgebra de dimensién finita y luego K[G]
es artiniana a izquierda. Como el radical de Jacobson J es un ideal nilpotente, en
particular & es un elemento nil. Luego Ly, es nilpotente y entonces 0 = p (o) = ni,.
Esto implica que la caracteristica del cuerpo K divide a n.

Reciprocamente, supongamos que la caracteristica de K es un nimero primo que
divide any sea o =Y ; g;. Como ag; = g;j00 = & para todo j € {1,...,n}, el
conjunto / = K[G]e es un ideal de K[G]. Como ademés

n
o> =Y gia=na=0,
i=1
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se concluye que / es un ideal no nulo y nilpotente. Luego J(K[G]) # 0 pues por la
proposicién 1.3.7 sabemos que I C J(K[G)).

Corolario 2.2.6. Sea G un grupo finito. Entonces K[G] no contiene ideales a iz-
quierda nil no nulos.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del teorema de Maschke ya que J(K[G])
contiene a todo ideal a izquierda nil.

2.3. El teorema de Herstein

El objetivo de esta seccidn responderemos la siguiente pregunta: ;Cudndo un
dlgebra de grupo es un élgebra algebraica? Una respuesta parcial estd dada por el
teorema de Herstein.

Definicion 2.3.1. Un grupo G se dice localmente finito si todo subgrupo de G fini-
tamente generado es finito.

Si G es un grupo localmente finito, entonces todo g € G tiene orden finito (pues
el subgrupo (g) es finito por ser finitamente generado).

Ejemplo 2.3.2. Todo grupo finito es obviamente localmente finito.
Ejemplo 2.3.3. El grupo Z no es localmente finito pues es libre de torsion.
Ejemplo 2.3.4. Sea p un primo. El grupo de Priifer

Z(p”) ={z € Z: 7" =1 para algin n € N}
de todas las raices p-ésimas de uno es localmente finito.

Ejemplo 2.3.5. Sean X un conjunto infinito y Sy el conjunto de biyecciones X — X
que mueven Unicamente una cantidad finita de elementos de X. Entonces Sy es
localmente finito.

Antes de demostrar el teorema de Herstein vamos a dar una familia de ejemplos
de grupos localmente finitos. Para eso necesitamos un lema:

Lema 2.3.6. Sea G un grupo y sea N un subgrupo normal de G. Si N 'y G/N son
localmente finitos, entonces G es localmente finito.

Demostracion. Sea w: G — G/N el morfismo candnico. Sea {gi,...,g,} un sub-
conjunto finito de G. Como G/N es localmente finito, el subgrupo Q de G/N gene-
rado por 7(gy),...,m(gy) es finito, digamos

0= {77:(g1),...,ﬂ(gn),ﬂ(g,,ﬂ),...,ﬂ(gm)}.
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Para cada i, j € {1,...,n} sabemos que existen u;; € N y k € {1,...,m} tales que
gigj = uijgk- Sea U el subgrupo de G generado por los u;;. Como N es localmente
finito, U es un subgrupo finito. Como ademds cada elemento g;g;g; puede escribirse
como

8i8j81 = Uij8k&1 = UijUki 8 = UZ;

para algin u € U y algin ¢ € {1,...,m}, se concluye que el subgrupo H de G gene-
rado por {g,...,gn} es finito pues |H| < m|U|.

Veamos una aplicacidon a los grupos resolubles. Recordemos que un grupo G se
dice resoluble si existe una sucesién de subgrupos

1=GyCG C-CGy=G @.1)

donde cada G; es normal en G4 y cada cociente G;/G;_; es abeliano.

Proposicion 2.3.7. Si G es un grupo resoluble y de torsion, entonces G es localmen-
te finito.

Demostracion. Procederemos por induccion en la longitud  de la sucesién de reso-
lubilidad (2.1). Si n = 1 entonces G es finito por ser abeliano y de torsién. Suponga-
mos que el resultado vale para grupos resolubles de longitud n — 1 y sea G un grupo
resoluble tal que (2.1). Por hipétesis inductiva, el subgrupo normal G,_; de G es
localmente finito. Entonces, como G/G,_; es localmente finito por ser abeliano y
de torsion, el resultado se obtiene del lema 2.3.6.

Teorema 2.3.8 (Herstein). Si G es un grupo localmente finito, entonces K[G) es
algebraica. Reciprocamente, si K[G] es algebraica y K es de caracteristica cero,
entonces G es localmente finito.

Demostracion. Supongamos que G es localmente finito y sea a € K[G]. El sub-
grupo H = (supp ) es finitamente generado y luego finito. Como o € K[H] y
dimg K[H] < o, el conjunto {1,a,a?,...} es linealmente dependiente. Luego o
es algebraico sobre K.

Sea {x1,...,%, } un subconjunto finito de G. Si agregamos los inversos, podemos
suponer que {xj,...,X,} genera al subgrupo H = (xj,...,x,) como semigrupo. Si
o = x; + - +x, € K[G], entonces, como o es algebraico sobre K,

" =ap a0+ Fad

para algin n > 0 y escalares a, .. .,x, € K. Seaw = x;, ---x;,,, € H una palabra de
longitud n + 1. Observemos que existen enteros positivos ¢;,...;, tales que
xill . .xim

. m

an+1 — (xl +.“+Xm)n+l _ Z ci,

i+t im=n+1
i; enteros positivos

Como K es de caracteristica cero, se concluye que w € supp(a*!). Pero como
ademds a"+! = Y/ _oajo’, entonces w € supp(a/) para algin j € {0,...,n}. De-
mostramos entonces que toda palabra en las x; de longitud n + 1 puede escribirse

eqg:resoluble
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como una palabra en las x; de longitud a lo sumo #n. Luego H es finito y entonces G
es localmente finito.

2.4. El teorema de Formanek

Veremos un resultado de Formanek que puede entenderse como una generaliza-
cion del teorema de Herstein.

Ejercicio 2.4.1. Sea A un dlgebra algebraica y sea a € A. Demuestre las siguientes

afirmaciones:

1. a es un divisor de cero a izquierda si y sélo si a es un divisor de cero a derecha.
2. a es inversible a izquierda si y s6lo si a es inversible a derecha.
3. a es inversible si y s6lo si a no es un divisor de cero.

Ejercicio 2.4.2. Si o = Y, 08 € C[G] se define || = ¥ o5 |0t | € R. Demuestre
que valen las siguientes propiedades:

L |o+B|<|al+|B
2. |aB| < |et||B]

para todo «, 3 € C[G].

Y

Teorema 2.4.3 (Formanek, primera version). Sea G un grupo y supongamos que
todo elemento de Q[G] es inversible o un divisor de cero. Entonces G es localmente
finito.

Demostracion. Sea {xi,...,x,} un subconjunto finito de G. Si agregamos los inver-
sos, podemos suponer que {xj,...,x,} genera al subgrupo H = (x1,...,x,) como
semigrupo. Sea

o= %(x] +eetx) €Q[C]

Veamos que 1 — & € Q[G] es inversible. Si no, entonces es un divisor de cero. Si
existe 0 € Q[G] tal que 6(1 — &¢) = 0, entonces 6 = S y luego, como

6] = |6c| < |6]|a| =16]/2,
se concluye que 6 = 0. Similarmente se demuestra que (1 — ¢¢)é = 0 implica que
° :SSE.I B =(1-0a)"! € Q[G]. Para cada k definimos

h=(1+a+-+a)—B.

Entonces

n(l—a)=0+o+---+a—p)(1—-a)
=(l+a+-+d)(1-a)-B(l-a)=—a-"!
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y luego % = —ak*!B. Como

k+1 k+1 8]
Il =1 o1 Bl < IBllet | = 2L
se concluye que 1im;_,o || = 0.
Para terminar veamos que H C supp 8. Si H  supp 8, sea h € H \ supp 3. Supon-
gamos que i = x;, - -x;, es una palabra de longitud m en los x;. Sea ¢; el coeficiente
de h en a’. Entonces cg + - - - + ¢, es el coeficiente de /& en 7, pero

|| > co+eci+--+cx>ecn >0

para todo k > m pues cada c; es no negativo, una contradiccion pues demostramos
que | %] — 0sik — oo,

A continuacién explicaremos por qué el teorema de Formanek se considera una
generalizacién del teorema de Herstein. En el teorema 2.4.3 nos concentramos en
dlgebras de grupo sobre los niimeros racionales. ;Como podemos extender este re-
sultado a dlgebras de grupo sobre cuerpos de caracteristica cero? Para extender el
cuerpo de base sobre el que se trabaja necesitamos definir el producto tensorial de
espacios vectoriales y el producto tensorial de dlgebras.

Definicion 2.4.4. El producto tensorial de los K-espacios vectoriales U y V es el
espacio vectorial cociente K[U x V]/T, donde K[U x V] es el espacio vectorial con
base {(u,v) :u € U,y € V} y T es el subespacio generado por los elementos de la
forma

(ﬂ’u+:u”/vv)72’(”7‘))7“(”/"})7 (ualv+:uv/)72’(”7‘))7“(’17‘/)
parad,u e K,u,u' eUyv,vV €V.

El producto tensorial de U y V serd denotado por U ®x V o por U®YV si la
referencia al cuerpo K puede omitirse. Dados u € U y v € V escribiremos u ® v para
denotar a la coclase (u,v) +T.

Teorema 2.4.5. Sean U y V espacios vectoriales. Existe entonces una funcion bili-
neal U XV = UV, (u,v) — u®v, tal que todo elemento de U @V es una suma
finita de la forma

N
Zui®vi
i=1

para uy,...,uy €U yvy,...,vn € V. Mds ain, dado un espacio vectorial W'y una
funcion bilineal B: U xV — W, existe una funcién lineal B: U ®V — W tal que
Bu®v)=B(u,v) paratodoucU yvev.

Demostracion. Por la definicién del producto tensorial, la funcién

UxV—=URV, (u,v)—u®v,
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es bilineal. También de la definicion se deduce inmediatamente que todo elemento
de U ® V es una combinacion lineal finita de elementos de la forma u ® v, donde
ueUyveV.ComoA(u®v)=(Au)®v paratodo A € K, la primera afirmacién
queda demostrada.

Como U x V es base de K[U x V], existe una transformacién lineal

Y: K[UXV] =W, y(u,v)=PBu,v).

Como B es bilineal por hipdtesis, 7 C kery. Existe entonces una transformacién
lineal B: U®V — W tal que

K[U x V] *;W

-
-
-
-
-
-

UV

conmuta. En particular, B(u®v) = B(u,v).

Ejercicio 2.4.6. Demuestre que las propiedades mencionadas en el teorema anterior
caracterizan el producto tensorial salvo isomorfismo.

Veamos algunas propiedades del producto tensorial de espacios vectoriales.

Lema 2.4.7. Sean ¢: U — U’ y w: V — V' transformaciones lineales. Existe en-
tonces una tinica transformacion lineal @ w: U ®V — U’ @V’ tal que

(pey)(uev)= o) y()
paratodoucUyveYV.

Demostracion. Como la funcion U xV — U QV, (u,v) — @(u) ® y(v), es bilineal,
existe una transformacion lineal U @V - U QV, u®v — ¢(u) ® y(v). Luego la

funcién
Yuivie Y o) @w(v)
esté bien definida.

Ejercicio 2.4.8. Demuestre las siguientes afirmaciones:

L (poy)(9'2y)=(99") @ (yy).

2. Si @ y y son isomorfismos, entonces ¢ ® Y es un isomorfismo.
.o+ Aoy =20 y+ A0 @ V.

4. oAy +AY)=Loy+ Aoy

58U ~U"yV ~V, entoncesURV ~U' @V’

Lema 2.4.9. Si U y V son espacios vectoriales, entonces U @V ~V QU.

Demostracion. Como lafuncion U xV — VU, (u,v) — v®u, existe una transfor-
macién lineal U @V - VU, u@v+— v®u. Similarmente se demuestra que existe
una transformacién lineal V QU - U RV, vQur— u®v. LuegoU ®V ~VRU.
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Ejercicio 2.4.10. Demuestre que (UQV)QW ~U Q (VQW).
Ejercicio 2.4.11. Demuestre que UK ~ K~ K®U.

Lema 2.4.12. Sea {uy,...,u,} C U un conjunto linealmente independiente y sean
Vi,...,vq €V tales que Y7 u; @ v; = 0. Entonces vi = 0 para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. Seai€ {1,...,n} ysea fi: U— K, fi(u;) = ;. Como la funcién
UxV =V, (u,v) — fi(u)v, es bilineal, existe una funcién o;: U@V — V lineal
tal que o;(u ®v) = fi(u)v. Luego

V= Za,-(uj®vj) = O (Z I/lj®Vj> =0.

j=1 j=1
Ejercicio 2.4.13. Demuestre que si u®@v =0y v # 0, entonces u = 0.

Teorema 2.4.14. Si {u; : i € I} es una base de U y {v;: j € J} es una base de V,
entonces {u;@v;:i€l,j€ J} es una base de U V.

Demostracion. Los u; @ v; forman un conjunto de generadores pues si u = Y ; Aiy;
y v=Y;H;v;, entonces u@v =Y, ; Aijllju; ® v;. Veamos ahora que los u; @ v; son
linealmente independientes. Para eso, queremos ver que cualquier subconjunto fi-
nito de los u; ® v; es linealmente independiente. Si Y ¥ A4ju;, ® v, = 0, entonces
0=Y,u;® (Zl Ay jz) y luego, como los u;, son linealmente indepentientes, el le-
ma 2.4.12 implica que ¥, A4v;, = 0. Luego Ay = 0 para todo k,I pues los v;, son
linealmente independientes.

El teorema anterior implica inmediatamente que si U y V son espacios vectoriales
de dimension finita entonces

dim(U ®V) = (dimU)(dimV).

Corolario 2.4.15. Si {u; : i € I} es base de U, entonces todo elemento de U @V se
escribe univocamente como una suma finita ) ; u; Q v;.

Demostracion. Sabemos que todo elemento de U ® V es una suma finita } ; x; ® y;,
donde x; € U y y; € V. Si escribimos x; = Zj Ajjuj, entonces

Yxioy=Y (Z%‘ju,‘) QY=Y uj® (Zlijyz‘) .
i i \Jj j i

El siguiente lema nos permite definir el producto tensorial de algebras.
Lema 2.4.16. Si A y B son dlgebras, entonces A B es un dlgebra con el producto

(a®D)(x®y) = ax® by.
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Demostracion. Para x € A, y € B consideramos R, ® R, € Endx(A ® B). Como la
funcion A x B— Endx (A®B), (x,y) — R, ®Ry, es bilineal, existe una funcién lineal
¢: AQB — Endg(A®B), ¢(x®y) = R ®Ry. Para u,v € A® B definimos

wv = (v)(u).
Esta operacion es bilineal pues por ejemplo
u(v+w) = @(v+w)(u) = () +ow))(u) = @(v)(u) + @(w)(u) = uv +uw.

Ademids (a®b)(x®y) = @(x®y)(a®b) = (R ®Ry)(a®b) = ax®by. Un cilculo
sencillo muestra que este producto es asociativo.

Ejercicio 2.4.17. Demuestre que para dlgebras valen las siguientes afirmaciones:

1.A®B~B®A.

2.(A®B)®C~A® (B®C).
3.AQK A~ KQ®A.

4.SiA®A' y BB entonces AQB~A"®B'.

Veamos algunos ejemplos:
Proposicion 2.4.18. Si G y H son grupos, entonces K|G] @ K[H| ~ K[G x H].

Demostracion. Sabemos que {g®@h: g€ G,h € H} es una base de K[G]| Q@ K[H] y
que G X H es una base de K[G x H]. Tenemos entonces un isomorfismo lineal

K[G]|®K[H] = K[GxH], g®hw— (gh),
que ademds es multiplicativo. Luego K[G] ® K[H| ~ K[G x H| como dlgebras.
Proposicion 2.4.19. Si A es un dlgebra, entonces A® K[X| ~ A[X].

Demostracion. Todo elemento de A ® K[X] se escribe univocamente como una su-
ma finita de la forma Y a; ® X'. Un cdlculo sencillo muestra que A ® K[X] — A[X],
Yai®X'— Y aX', es un isomorfismo de dlgebras.

Ejercicio 2.4.20. Demuestre que si A es un édlgebra, A @ M,,(K) ~ M, (A). En parti-
cular, M, (K) @ My (K) =~ My (K).

Estos tltimos dos ejemplos son casos particulares de una construccién importan-
te que involucra productos tensoriales y se conoce como extension de escalares.

Teorema 2.4.21. Sea A un dlgebra sobre K y sea E una extension de K. Entonces
AE = E®g A es un dlgebra sobre E con respecto a la multiplicacion por escalares
dada por

AMpwa)=(Ap)®a,

para A, €Eyac€A.
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Demostracion. Sea A € E. Como la funcién E XA — EQkA, (U,a) — (AU)®Ra, es
K-bilineal, existe una transformacién lineal E @k A — E Qx A, t @a — (AU) ®a.
Queda bien definida entonces la multiplicacién por escalares y ademads

Alu+v)=Au+Av
paraA € E'y u,v € E ®k A. Un célculo directo muestra que ademds
A4+wu=Au+puu, Au)u=2r(uu), A(uw)=Au)y=u(iv)
valen paratodou,vE EQgAy A,U €EE.

Ejercicio 2.4.22. Demuestre que valen las siguientes afirmaciones:

1. 1 ® A es una subélgebra de AF isomorfa a A.
2.Si{a;:i €I} esbasede A, entonces {1 ®a; : i € I'} es base de AF.

Ejercicio 2.4.23. Demuestre que si G es un grupo y K es un subcuerpo de E, enton-
ces E @k K[G] ~ E[G].

Estamos en condiciones de demostrar el teorema de Formanek:

Teorema 2.4.24 (Formanek). Sea K un cuerpo de caracteristica cero y sea G un
grupo. Si todo elemento de K|G] es inversible o un divisor de cero, entonces G es
localmente finito.

Demostracion. Como K es de caracteristica cero, Q C K y K[G] ~ K ®g Q[G]. Todo
B € K ®q Q[Q] se escribe univocamente como

B=1®B+) kP,

donde {1,ki,kz,...,} es una base de K como Q-espacio vectorial. Sea a € Q[G] y
sea 3 € K[G] tal que a8 = 1. Como entonces

1@l=(1ea)B=1@afy+Y ko ap,

la unicidad de la escritura nos dice que ¢¢ffy = 1. De la misma forma, si aff =0,
entonces ¢¢f3; = 0 para todo j. Luego, como todo o € Q[G] es inversible o un divisor
de cero, el resultado se obtiene al usar el teorema 2.4.3 de Formanek para Q.

2.5. El teorema de Rickart

En esta seccién vamos a demostrar que para cualquier grupo G el radical de
Jacobson de C[G] es cero. Demostraremos también que el radical de Jacobson de
R[G] es cero.

Definicion 2.5.1. Sea R un anillo. Una involucién del anillo R es un morfismo adi-
tivo R — R, x — x*, tal que x** = x y (xy)* = y*x* para todo x,y € R.
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De la definicion se deduce inmediatamente que si R es unitario, entonces 1* = 1.

Ejemplo 2.5.2. La conjugacién z — Z es una involucién de C.

Ejemplo 2.5.3. La trasposicion X ~— X es una involucién del anillo M, (K).

Ejemplo 2.5.4. Sea G un grupo. Entonces (dec chg)* =Y,cc Ong’l es una invo-
lucién de C[G].

Dado un grupo G, se define la traza de un elemento & = ¥, 0,g € K[G] como
traza(a) = oy . Es fdcil ver que traza: K[G] — K, o — traza(o) es una funcién
K-lineal tal que traza(af}) = traza(f o).

Ejercicio 2.5.5. Sea G un grupo finito y K un cuerpo tal que su caracteristica no
divide al orden de G. Demuestre las siguientes afirmaciones:

1. Si o € K[G] es nilpotente, entonces traza(a) = 0.
2. Si o € K[G] es idempotente, entonces traza(a) = dimK[G]a/|G].

Ejercicio 2.5.6. Demuestre que (¢, ) = traza(af*), o, € C[G], define un pro-
ducto interno en C[G].

Lema 2.5.7. Sea G un grupo. Si J(C[G]) # 0, entonces existe o. € J(C[G]) tal que
traza(a®") € R para todo m > 1.

Demostracion. Sea & = Y, 0g € C[G]. Entonces

traza(a* o) = Z Qg0 = Z ot |* > || = |traza(a)|*.
geG geG

Al usar esta férmula para algin « tal que o* = o y usar induccién se obtiene que
traza(a>") > |traza(e)|*" para todo m > 1.

Sea p = ¥yeBeg € J(CIG)) tal que B 0. Como traza(B*B) = Tyeq el #0
y J(C[G]) es un ideal,
B*B

o= s p) <€l

Este elemento o cumple que o = « y traza(a) = 1. Luego traza(a®") > 1 para
todom > 1.

El ejercicio 2.4.2 implica que C[G] con dist(a, 8) = |a — B| es un espacio mé-
trico. En este espacio métrico, la funcién C[G] — C, o — traza(@), es una funcién
continua.

Lema 2.5.8. Sea o € J(C[G]). La funcién
¢0:C—C[G], o) =1-za)™",

es continua, diferenciable y ¢(z) = Y,>o0"7" € C[G] si |z] es suficientemente pe-
queriio.
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Demostracion. Seany,z € C. Como @(y) y ¢(z) conmutan,

P) — () = ((1-za) = (1 -ya)) (1 —ya) " (1 —za) ™!

(2.2)
=0—200(y)¢(2).

Entonces [@(y)| < |@(z)| + |y —zl|a@(y)||@(z)| y luego

eI (1 =1y —zlleee(z)]) < [o(2)].

Fijado z podemos elegir y suficientemente cerca de z de forma tal que se cumpla que
1—|y—z||la@(z)] > 1/2. Luego |@(y)| < 2|@(z)|. De la igualdad (2.2) se obtiene
entonces |@(y) — ¢(z)| < 2|y —z||@||@(z)|* y luego ¢ es una funcién continua. Por
la expresion (2.2),

2 limae(y)(z) = a(z)?

¥y y—2 ¥y

para todo z € C.
Si zes tal que |z||a| = |za| < 1, entonces

n=0

0(z) - i o =9(z) (1 —(1—za) i Z”Ot”> = (2)(zor)V"!
n=0

y luego

< |o(2)| |z

N
0(z) — Zz“a”

n=0

Como ¢(z) estd acotada cerca de z =0, se concluye que |@(z) — ¥)_,z"a"| — 0'si
N — oo,

Estamos en condiciones de demostrar el teorema de Rickart:
Teorema 2.5.9 (Rickart). Si G es un grupo, entonces J(C[G]) = 0.

Demostracion. Sea o € J(C[G]) y sea ¢(z) = (1 — az)~!. Sea f: C — C dada por
f(z) =traza@(z) =traza ((1 —za)~"). Por el lema 2.5.8, f(z) es una funcion entera

tal que f'(z) = traza(a@(z)?) y
flz)= i 7" traza( o) (2.3)
n=0

si |z| es suficientemente pequefio. En particular, la igualdad (2.3) es la expansi6n
en serie de Taylor para f(z) en el origen. Esto implica que esta serie tiene radio de
convergencia infinito y converge a f(z) para todo z € C. En particular,

lim traza(a") = 0. 2.4)

n—eo

eq:Rickart
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Por otro lado, si o # 0 el lema 2.5.7 implica que traza(a>") > 1 para todo m > 0,
lo que contradice el limite calculado en (2.4). Luego o = 0.

Para demostrar un corolario necesitamos dos lemas:

Lema 2.5.10 (Nakayama). Sea R un anillo unitario y sea M un R-mddulo finita-
mente generado. Si J(R)YM = M, entonces M = 0.

Demostracion. Supongamos que M esta generado por los elementos xi,...,x,. Co-
mo x, € M = J(R)M, existen ri,...,r, € J(R) tales que x, = rix; + - + rpXy,
es decir (1 —ry)x, = Z;Ll rjxj. Como 1 —r, es inversible, existe s € R tal que
s(1— rn). = 1. Luego X = Z;?;% srjxj y entonces M esFé generado por xj, Xt
Al repetir este procedimiento una cierta cantidad finita de veces, se obtiene que
M=0.

Lema 2.5.11. Sea 1: R — S un morfismo de anillos unitarios. Si
S=1(R)x1+---+1(R)xn,
donde cada x; cumple que xjy = yx;j para todo y € 1(R), entonces 1(J(R)) C J(S).

Demostracion. Veamos que J = 1(J(R)) actia trivialmente en cada S-médulo sim-
ple M. Si M es un S-médulo simple, escribimos M = Sm para algin m # 0. Es claro
que M es un R-médulo con r-m = t(r)m. Como

M=Sm= (1(R)x; + -+ 1(R)xy)m = 1(R)(xym) + - - + 1(R) (x,m),

M es finitamente generado como 1(R)-médulo. Ademds J(R)-M =JM = 1(J)M es
un S-submodulo de M pues

xﬂ]ﬁ[):(foAI::(JpQAI::J(wﬂJ)g.nw.

Como M # 0, el lema de Nakayama implica que J(R) -M C M. Luego, como M es
un S-médulo simple, se concluye que J(R)M = 0.

Corolario 2.5.12. Si G es un grupo, entonces J(R[G]) = 0.
Demostracion. Sea i: R[G] — C[G] la inclusién canénica. Como
C|G] = R[G] +iR[G],

el lema 2.5.11 y el teorema de Rickart implican que t1(J(R[G])) C J(C[G]) = 0.
Luego J(R[G]) = 0 pues 1 es inyectiva.



