Clase 10

Significado econémico de las variables del dual y Analisis de
Sensibilidad



En el capitulo anterior...

e Problema dual:
» Formulacién
» Teorema Fundamental de Dualidad
» Teorema de Holgura Complementaria



Significado econémico

A las variables del problema dual puede otorgéarsele un significado econémico: si
nuestro problema original es

max E CJXJ
J

s.a: E a,'ijS b,‘ Vi:l,-“,m
J

x> 0
Entendemos que b; es la cantidad disponible del recurso i, aj; es la cantidad de recurso
i que se requiere por cada unidad de producto j y ¢; es la ganancia que obtenemos por
cada unidad de producto j.
El problema dual se plantea como:

min Z biy;
i
s.a: Za;jy; > ¢ Vji=1,---,n
i
y=> 0
Para que la comparacién Z ajy; > ¢j tenga sentido dentro de la interpretacién,

1
podriamos pensar que y; simboliza la ganancia por cada unidad de recurso i:
recurso ? ganancia

unidad de producto "7 7 unidad de producto
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Teorema

Si el problema primal
max chxj
J
sai Y a < b Vi=1,-,m
J
x> 0

tiene al menos una solucién basica no degerada, luego existe € > 0 que cumple
la siguiente propiedad: si |tj| < e Vi=1,..., m entonces el problema

max chxj-
J

s.a: Za,-jxj-g b+t Vi=1---,m
J

x> 0

tiene solucién éptima y el valor éptimo es igual a:

m
'+ > tyf
i=1

Donde z* es el valor éptimo del problema primal original e y* es la solucién
Séptima del problema dual asociado al problema original.




Significado econémico

Idea: usaremos que en el dual la regién factible no cambid, por lo que
basta tomar un ¢ lo suficientemente chico para no cambiar el vértice
donde se alcanza el 6ptimo y luego utilizar el Teorema Fundamental de
Dualidad.



Significado econémico

Demo: Sabemos que en x* se realiza el 6ptimo de:
n
méax E G
=1

sa: Y apg < b Vi=1,---,m

Si consideramos el siguiente problema (A):
n
max g G
Jj=1

n
s.a: Za;j)gg b+t Vi=1---,m
j=1
x> 0

y su problema dual asociado (B):
m m
min > biyi+ > tiyi
i=1 i=1

m
s.a: Za,-jy,-z ¢ Vj=1,---,n
i=1

y> 0



Significado econémico

Como x* no es solucién degenerada, se tiene que el 6ptimo del problema
original es tnico y, por Teorema Fundamental de Dualidad:

n m
* I L
z —E cjxj—g biy;
j=1 i=1

Sean t = (t1,--- ,t,) y B* las columnas de AT correspondientes a las
variables basicas de y*, los costos reducidos (3 de (B) se calculan como:

Bh =(br+tr)" —(bg+tg)"'B* 'R=bf —bfB* 'R+ tf —tfB* 'R
=bh +th —tEB* IR
Luego, el costo reducido para cada i correspondiente a variables no
basicas de y* queda:
Bi = b+t — t3(B*'R).;
Notar que b; > 0 pues la solucién no es degenerada. Para que y* siga
siendo éptimo necesitamos que los BR/. sean no negativos.



Significado econémico

Luego, basta tomar
< min (B} :
€ min i} —
i y; no basica ' 2n|\B**1RHOO
De esta manera, cuando se cambie a b; por b; + t;, el éptimo del dual se
alcanzard en el mismo vértice, entonces el éptimo de (B) sigue siendo y*

y el valor éptimo de (B) es:
m m m
Z biy;" + Z tiyi =z + Z tiy;
i=1 i=1 i=1

Luego, por Teorema Fundamental de Dualidad, el valor éptimo de (A) es

m
z* + Z tiy;
i=1



Significado econémico

Ejemplo: supongamos que se fabrican tres productos con a partir de dos
recursos: madera y vidrio. El modelo de programacion lineal que permite
maximizar la ganancia a partir de la disponibilidad de ambos recursos es
el siguiente:

max  2xi 4 2x0 + 3x3 (Ganancia)
18  (Vidrio)
15 (Madera)
0

s.a: 2x3+x + %X3
X1 + 2X2 + 3X3
X1, X2, X3

IV IA A

La clase pasada, vimos que la solucién del problema dual es y* = (%7 %) y
que el valor éptimo del problema primal es z* = 22.



Significado econémico

max  2xi 4 2x2 + 3x3 (Ganancia)
s.a: 2x1 +x + %X3 < 18  (Vidrio)
x1+2x% +3x3 < 15 (Madera)
x1,X2,x3 > 0
y* =] (%7 %) Z* = 22

El teorema anterior nos permite ver cémo impactan pequeias variaciones
en la cantidad de vidrio y/o de madera en la ganancia (valor éptimo)

max 2x; +2x + 3x3 (Ganancia)
s.a: 2xy +xo + %Xg < 18+t  (Vidrio)
x1+2x+3x3 < 15+t (Madera)
X1,X0,x3 > 0

Tendrd como valor éptimo a z* + t1y; + toyy



Significado econémico

En particular, podemos interpretar a y;* como el tope de lo que nos
conviene pagar por una unidad de vidrio si queremos aumentar las
ganancias. Andlogamente, y; seria el tope de los que nos conviene pagar
por cada unidad de madera.

En este caso, si nos cobran la unidad de madera a un precio menor o
igual que $0,66, nos conviene comprar un poco mas de madera para
aumentar las ganancias.
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Significado econémico

En particular, podemos interpretar a y;* como el tope de lo que nos
conviene pagar por una unidad de vidrio si queremos aumentar las
ganancias. Andlogamente, y; seria el tope de los que nos conviene pagar
por cada unidad de madera.

En este caso, si nos cobran la unidad de madera a un precio menor o
igual que $0,66, nos conviene comprar un poco mas de madera para
aumentar las ganancias.

Si aumentamos la cantidad de recursos, jx* sigue siendo el mismo?
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Analisis de Sensibilidad

Dado un problema de PL y su éptimo x* queremos saber qué ocurre si:

e Cambian los coeficientes de la f.o.

e Cambian los términos independientes (lado derecho de la
desigualdad)

i Cuanto pueden cambiar esos pardmetros para que x* siga siendo
optimo?

11



Analisis de Sensibilidad - Coeficientes de la f.o.

Tenemos nuestro problema:

max  2x1 + 2xo + %X;.;
sa: 2x1+x + 3x3 <
X1 + 2x0 + 3x3 <
X1, X2, X3 2

(Ganancia)
18 (Vidrio)
15  (Madera)

0

Sabemos que el éptimo es x* = (7,4,0). Nos gustaria saber para qué
valores de § € R el problema con funcién objetivo (2 + §)x; + 2x2 + %X3

sigue teniendo a x* como 6ptimo
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Analisis de Sensibilidad - Coeficientes de la f.o.

Método de diccionarios: tenemos que escribir el diccionario para la
solucién (7,4,0) Para eso, primero estandarizamos el problema:

max (24 0)x +2x + 3x3 (Ganancia)
sa: 2x+x+3x3+w = 18 (1)
X1 +2% +3x3+wy, = 15 (2)

X1, X2, X3, W1, W2 > 0

Como hay dos restricciones, hay dos variables bdsicas: x; y x». Para
escribir el diccionario, debo escribir a las variables basicas en funcién de
las no bdsicas.
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max (24 8)x1 +2x2 + %x;; (Ganancia)
s.a:  2x3 +x2 + %X3 +w; = 18 (1)

x1+2x0 +3x3 +wy = 15 (2)
X1, X2, X3, w1, w2 > 0
1
De (1): xo =18 — 2x; — 26— o (a)

Reemplazando esto en (2):
1
X1:15—2X2—3X3—W2:15—2(18—2X1—§X3—W1> —3x3 —wp =

7+2 C
= —x3— —wi + - w,
33T 3T 3™

Volviendo a (a) para reemplazar a x:

1 2 2 1 1
X2=1872X17§X37W1=1872(7+§X37§W1+§W2)7§X37W1=
a 11 +1 2
=4 - —x; ~wp — —w,
6 > 31 37
Reemplazando a x1,x2 en z:

g
Z:(2+5)X1+2X2+5X3:

8 g

14+75+( 5+26 + 2 20 + 2-‘1—6)
= === )} 55 — — — | W —— 4+ - | w
6 3)7° 3-3)" 373)"

(2+9) 7+2 2 +1 +2(4 1 +1 2 +3
= —x3— w1 + -w; — —Xx3+ -wi — —w. —Xx3 =
3BT gm T g 6 1 2 573
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Analisis de Sensibilidad- Coeficientes de la f.o.

Si queremos que x* siga siendo éptimo, necesitamos que:

(.
+ |

+

0
0

Il
IAIA A

0
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Analisis de Sensibilidad- Coeficientes de la f.o.

Si queremos que x* siga siendo éptimo, necesitamos que:

5 28 5
*g+§§0 = 5§Z
—2_-2 <0 = §>-1
2 .6
_§+§§0 = 6<2
Luego, necesitamos que flgégg
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i Para qué valores sigue siendo 6ptima?
Otra vez, estandarizamos el problema:
max  2x3 + 2xo + (% + 6) X3
sa: 2x1 +x2 + %X3 +wy; =
X1+ 2x2 +3x3 + wp =
X1, X2, X3, W1, W2 2>
Con las mismas cuentas de antes, tenemos que:

2 2
X1 =7+ =x3— -wi + -wp

g 3]

(Ganancia)
18 (1)
15 (2)

0

1
3]

1 1 2
xo =4 — €X3+ —wi — §W2

3

Escribimos z en funcién de las variables no basicas:

Z:2X1+2X2+<%+5>X3:

2 7+2 2 +1 +2(4 1 +1 2 + 3+5
= —X3 — - W —w — —X —w — - W, = X3 =
33 3 1 3 2 6 3 3 1 3 2 3

14 (=245 2 2
= == X3 — —Wp — —w.
6 23T 3™
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Analisis de Sensibilidad- Coeficientes de la f.o.

Luego, lo tnico que necesitamos para que la base siga siendo éptima es
que:

—g+5§0 = <

[e) R NE,]

17



Analisis de Sensibilidad- Coeficientes de la f.o.

Luego, lo tnico que necesitamos para que la base siga siendo éptima es
que:

—g+5§0 = <

[e) R NE,]

i Cudl fue la diferencia entre alterar el coeficiente de x; y de x3? ;jPor
qué?
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Analisis de Sensibilidad - Coeficientes de la f.o.

Método matricial: estandarizando el problema y sabiendo que (7,4,0) es
solucién éptima del problema, tenemos que:

méx  2x1 + 2x; + 3x3 (Ganancia)

sar 2a+x+ixs+w = 18 (1)
x1+2x%+3x3+w = 15 (2)

X1, X2, X3, Wi, wp > 0

>
Il
VRS
=N
N =
W NI
O =
= O
~
Il
VRS
=N
N =
~
oy}
L,
|
Ty
I wIinN
[
wi |
Wi
~
Py}
Il
~/
w NI=
O =
= O
~
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Analisis de Sensibilidad - Coeficientes de la f.o.

Modificando el coeficiente de una variable no basica:

max 2x1 + 2x + (% + 5) X3
sar 2atx+ixs+wi= 18 (1)
x1+2%+3xs+w= 15 (2)
X1, X2, X3, W1, Wws > 0

2
Loy g (21 gu_(i -
0 1 1 2 -1 2

ca =(2,2) c,!:(%+5,o,o)

Sélo hay que chequear para qué valores de ¢ el costo reducido de x3 siga siendo
negativo:

>

I
/N
= N
N =
W NI=

|

[
~_—

Py}

I
N
W NI
o =
=)
~_—

_ _ 5
CRTl :c;—l—c,;—B 1R1:_6+6

Luego, esta base sigue siendo dptima si § < %
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Modificando el coeficiente de una variable basica:

(2 —+ 5)X1 + 2x + %X3

s.a: 2x3 +x + %X3 +w; = 18

x14+2x0+3x3+wp, = 15
X1, X2, X3, wi,wp > 0

2
= (2 1) s1o(3
1 2 1

g =(2+6,2)

>
Il
VR
= N
N =
W N=
o =
= O
\_/

3
C;‘ = (57070)

Debemos ver para qué valores de § el vector de costos reducidos tiene todas sus

componentes no positivas:

A 6 3 3’
Luego:
—2+Z <0
Gh<0&e4-2 <o &-1<4
—%+3<0

IN
O

SEEG

5 20 2 26 2 6
_T—C;-*C;-B_IR:( 6+?’,,,f77+,>

20



isis de Sensibilidad - Términos independientes

Método de diccionarios: supongamos ahora que, sabiendo que (7,4,0) es el
6ptimo del problema original, queremos ver cuanto puede variar uno de los
recursos disponibles de manera tal que la base éptima no cambie.

max 2x3 + 2xo + %Xg
sa 2atxtixat+w= 18+6 (1)
X1+ 2x2+3x3+wp, = 15 (2)

X1, X2, X3, W1, W2 > 0

Una vez mds, haciendo cuentas, tenemos que:

2 2 2 1
x1= T+30+3x3— 3w+ 3w
1 11 1 2
X2 = 4—36—€X3+§W1—§W2
z= 144656 —32x3— 2w — 2w

Para que la base 6ptima siga siendo factible, necesitamos que:

> 25 > > 2
a2l < 7+?570 & 62> —3 <:>—2—1§5§12
>0 o 4-15>0 o §<12 2
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Analisis de Sensi ad - Términos independientes

Método matricial: estandarizamos el problema y se tiene que:

max 2x1 + 2x» + %X3
s.a: 2x1 +x + %X3 + w 18446 (1)
X1 +2x +3x3+wr = 15 (2)
X1, X2, X3, W1, Wws > 0

9 o) ()~

e =(2.2) cE:(%,o,o) b" = (18 + 6, 15)

wIN
W=

>

|
VRS
=N
N =
W NI

w NI=
o
= o
\—/

Para ver que la solucién bésica es factible, basta ver que b= B~*b > 0:

B 2 3\ [18+8\ [(7+35
- - 1 2 - 1
-3 3 15 — 30

Luego,
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Analisis de Sensibilidad - Términos independientes

Obs: con los mismos procedimientos también se puede ver qué ocurre si
varian todos los términos independientes al mismo tiempo:

max 2x; + 2xp + %X3

s.a: 2xp +xo + %X;a, +w = 18446 (1)
X1 +2x +3x3+wy = 1549 (2)

0

V

X1, X2, X3, W1, Wp
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