Clase 09

Problema Dual




Dualidad

Cada problema lineal tiene asociado un problema dual. Entre ellos existe
una conexiéon que da lugar a una serie de propiedades interesantes.

El planteo del problema dual puede surgir a partir de la necesidad de
encontrar cotas para el valor éptimo de nuestro problema.



Dualidad

Por ejemplo, si tenemos el siguiente problema:

max z=13x; +2x

sa: x31+3x< b
6X1 — X2 S 18
x1+2xp <

x1,x > 0

Nos podria interesar hallar una cota superior para el valor éptimo z*. La
idea es manipular las restricciones para lograr una desigualdad que
permita acotar z*.



Dualidad

Idea:
Consideramos las variables yi, y», y3 > 0 tales que:

(x14+3x)y1 < 5y xiy1+3xy < 5y
(6X1 = Xz)yz < 18y2 = 6X1y2 — X2 )2 < 18y2
(x1 +2x)ys < 4dys x1y3 + 2x2y3 < 4ys

Si sumamos las tres desigualdades, tenemos que:
(1 +6y2+y3)xi+ (3y1 — y2 + 2y3)x2 < 5y1 + 18y» + 4y

Ahora, como nos gustaria que el lado izquierdo de la desigualdad acote a z,
tenemos que pedir las siguientes condiciones:

y1+6y:+ys >3 (1)
3n—y2t2y3>22  (2)
Es decir, si se cumplen ambas condiciones, tenemos que:
My ()
z=3x14+2x% < (y1+6y2+y3)x1+ 3y — y2+ 2y3)x2 < 5y1 + 18y> + 4ys

Luego, para cualesquiera y1, y2,y3 > 0 que cumplan (1) y (2), podemos
armarnos una cota para z



Dualidad

Naturalmente, nos interesa la mejor cota superior para z, entonces, el
problema dual se plantea como:

min  5y; + 18y» + 4y3
sa: y1+6yp+y3> 3
3y1 —y2+2y3 >
yi,y2,y3 = 0

N



Dualidad

Naturalmente, nos interesa la mejor cota superior para z, entonces, el
problema dual se plantea como:

min  5y; + 18y + 4y3

sa: y1+6ym+y;> 3
3y1—y2+2p3> 2
Yi,Y2,y3 2 0

Observacion 1:
# Variables del primal = # Restricciones del dual
# Restricciones del primal = # Variables del dual




Dualidad

En general, las formulaciones del problema primal y del problema dual se

relacionan de la siguiente manera:

Primal

Dual

Primal

Dual

Obj: Minimizar

Obj: Maximizar

Obj: Maximizar

Obj: Minimizar

2-ésima restriccion <
2-ésima restricciéon >
1-ésima restriccion =
J-ésima variable > 0
J-ésima variable < 0

J-ésima variable libre

1-ésima variable < 0
1-ésima variable > 0
1-ésima variable libre
7-ésima restricciéon <
J-ésima restriccién >

J-ésima restriccion =

1-ésima restriccién <
1-ésima restricciéon >
1-ésima restriccion =

J-ésima variable > 0
J-ésima variable <0

J-ésima variable libre

J-ésima restriccion <

J-ésima restriccion =

1-ésima variable > 0
1-ésima variable < 0
1-ésima variable libre
J-ésima restriccion >

Ejercicio: hallar el dual asociado al siguiente problema:

max  3x; + 2x> — 3x3 + 4x4

s.a: x3 —2x0 +3x3 +4x4 <
Xo + 3x3 + 4x4 >
2X1 - 3X2 - 7X3 - 4X4 =

Y

X1

|
co N o w

X4

IN




Dualidad

max 3x1 + 2xo — 3x3 + 4xy

sa: x31—2x+3x3+4x4 < 3
Xo+3x3+4x4 > 5

2x1 —3x0 —Tx3 —4xg = 2

X1 Z 0

x < 0

Notemos que:

e El primal tiene 4 variables = El dual tendra 4 restricciones

e El primal tiene 3 restricciones = El dual tendrd 3 variables



max 3x1 + 2x
s.a: X1 - 2x
X2

2X1 - 3X2

Restricciones:

+ +

3x3
3x3
3x3
7x3

+ 4+ +

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

([AVARVAN
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Restricciones:

max
s.a:

3x1 + 2x -
1xq - 2x +
Ox1 + x +
2X1 - 3X2 -

1y1+0y2+2y3 > 3

3x3
3x3
3x3
7x3

+ 4+ +

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

([AVARVAN
oo N O W

IN IV



max 3x1 + 2x - 3x3
sa: x1 - 2x + 3x3
Ixo + 3x3
2x1 - 3x - Ix3
Restricciones:
yi+2y3>3

+ 4+ +

—2y1 =+ 1y2 —3y3 =)

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

([AVARVAN
co N O W
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max 3x1 + 2x - 3x3
sa: x1 - 2x + 3x3
X2 + 3X3
2x1 - 3x - Ix3
Restricciones:
yi+2y3>3

+ 4+ +

—2y1+y2—3y3 =2

3y1 + 3y2 -Tys = -3

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

([AVARVAN
co N O W

IN IV



Restricciones:

max
s.a:

3X1

X1

2X1

+ 2x - 3x3
- 2X2 + 3X3
X2 + 3X3
= 3X2 = 7X3
yi+2y3 >3

+ 4+ +

—2y1+y2—3y3 =2

3y1+3y2 —7Tys = =3

dyi + 4y, -4 y3 < 4

Axy
Axy
Axy
Axy

X1

X4

([AVARVAN
oo N O W

IN IV



max 3x1 + 2x

SCla X1

2X1

Restricciones:

Variables:

- 3X3

- 2X2 + 3X3
X2 + 3X3

= 3X2 = 7X3
yi+2y3 >3

+ 4+ +

—2y1+y2—3y3 =2

3yi+3y —7y3 = -3

4y1 + 4y, —4ys < 4

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

IV IA

O O N 01 W

IN IV



max 3x1 + 2x - 3x3
sa: x1 - 2x + 3x3
X2 + 3X3
2x1 - 3x - Ix3
Restricciones:
yi+2y3>3

Variables:

+ 4+ +

—2y1+y2—3y3 =2

3yi+3y —7y3 = -3

4y1 + 4y, —4ys < 4

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

IV IA
co N O W

IN IV



max 3x1 + 2x

SCla X1

2X1

Restricciones:

Variables:

- 3X3

- 2X2 + 3X3
X2 + 3X3

= 3X2 = 7X3
yi+2y3 >3

+ 4+ +

—2y1+y2—3y3 =2

3y1+3y2 —7Tys = =3

4y1 + 4y, —4ys < 4

4X4
4X4
4X4
4X4
X1
Xa

IV IA

IN IV
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max 3xi
SCla X1

2X1

Restricciones:

Variables:

+ 2x - 3x3 + 4xq
- 2X2 + 3X3 + 4X4
x2 + 3x3 + 4xq
= 3X2 = 7X3 = 4X4
X1
X4

yi+2y3>3

—2y1+y2—3y3 =2
3yi+3y —7y3 = -3

4y1 + 4y, —4ys < 4

120  y»<0  y;libre

([AVARVAN
co N O W

IN IV



max 3x1 + 2x - 3x3 + 4xq
s.a: X1 - 2% + 3x3 + 4xs
x2 + 3x3 + 4xq
2X1 - 3X2 - 7X3 - 4X4
X1
X4
Restricciones:
yi+2y3>3

—2y1+y2—3y3 =2
3y1+3y2 —7Tys = =3

4y1 + 4y, —4ys < 4
Variables:
v1>0  y» <0  y;3libre
Objetivo:

min 3y1 4+ 5y» + 2y3

([AVARVAN
co v O W
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max
s.a:

Restricciones:

Variables:

Objetivo:

3X1

X1

2X1

+ 2x - 3x3 + 4xq
- 2X2 + 3X3 + 4X4
x2 + 3x3 + 4xq
= 3X2 = 7X3 = 4X4
X1
X4

yi+2y3>3

—2y1+y2—3y3 =2
3yi+3y —7y3 = -3

4y + 4y, —4y3 < 4

120  y»<0  y;libre

min  3y; + 5y> + 2y3

([AVARVAN
co N O W

IN IV



Dualidad

Primal:
max  3x; + 2x2 — 3x3 + 4xy
s.a: x31—2x+3x3+4x, < 3
Xo+3x3+4x4 > 5
2x1 —3x0 —Tx3 —4xa = 2
x1> 0
x < 0
Dual:
min 3y1 +5ys +2y3
s.a: yi+23 2>
—2y1+y2—3y3 =
3y1+3y2—7y3= -3

4y1 +4y> — 4y
1
Y2

IAN IV IA
o o &



Dualidad - Teoremas importantes

Teorema | de dualidad

Sean (xi,- - ,Xp) solucién factible del primal e (y1, -+ , ¥m) solu-
cién factible del dual, entonces:

n m
> G <> biy;
j=1 i=1

Obs: si el objetivo del primal es minimizar, la desigualdad se invierte.

Teorema fundamental de dualidad

Si el problema primal tiene solucién éptima (x{,--- , x*), entonces
1 s 'n

el dual tiene solucién éptima (y5, - -+ ,y5) tal que:

n m
§ * § X

CJXJ - bl.yi
j=1 i=1
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Dualidad - Teorema fundamental de dualidad

Los teoremas de dualidad nos permiten observar otra relaciéon muy
importante entre el problema primal y el problema dual:

Dual
Optimo | Infactible | No acotado
Optimo v X X
Primal Infactible X v v
No acotado X v X
v': puede ocurrir X: no puede ocurrir

11



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Teorema de Holgura Complementaria

Sean x* = (x7,---,x%) solucién éptima del primal e y* =
(y5y -+ ,yr) solucién Sptima del dual, las siguientes son condi-
ciones necesarias y suficientes para la optimalidad simultdnea de

x* e y*:
Zaijyl'*zcj o x*=0 (oambos) Vj=1,---,n
i=1

ZQUXJ* = b,‘ o y’_* = 0 (O ambOS) VI = :I_7 ceeom
j=1




Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Entre otras cosas, el Teorema de Holgura Complementaria (THC) nos

permite calcular el 6ptimo del primal a partir del éptimo del dual (y

viceversa).

Ejemplo: resolver el siguiente problema lineal:

max 2x; + 2xo + %X3

s.a: 2x1 +xo + %X3 < 18
X1 +2x+3x3 < 15

x1,%2,x3 > 0

Primal Dual Primal Dual

Obj: Minimizar Obj: Maximizar Obj: Maximizar Obj: Minimizar

1-ésima restriccién < | 1-ésima variable <0 1-ésima restriccién < | 1-ésima variable > 0
1-ésima restriccién > | 1-ésima variable > 0 1-ésima restriccién > | 1-ésima variable < 0
1-ésima restriccién = | 1-ésima variable libre 1-ésima restriccion = | u-ésima variable libre
J-ésima variable > 0 | j-ésima restriccion < J-ésima variable > 0 | j-ésima restriccién >
J-ésima variable <0 | j-ésima restricciéon > J-ésima variable < 0 | j-ésima restriccién <
J-ésima variable libre | j-ésima restricciéon = J-ésima variable libre | j-ésima restriccién =

13



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Entre otras cosas, el Teorema de Holgura Complementaria (THC) nos
permite calcular el éptimo del primal a partir del 6ptimo del dual (y
viceversa).

Ejemplo: resolver el siguiente problema lineal:

max 2x1 + 2xo + %X3

s.a: 2x1 +xo + %Xg, < 18

x14+2x +3x3 < 15
>

X1, X2, X3 0

Aprovechamos que el dual tendrd sélo dos variables y podremos resolverlo
de manera gréfica:

Pasar al dual — Resolver el dual grédficamente — Usar THC para
recuperar optimo del primal

13



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Primal:
max 2x1 + 2xo + %Xg}
s.a: 2x1 + xo + %X3 < 18
X1 +2x+3x3 < 15
x1,%2,x3 > 0
Dual:
min  18y; + 15y»
sa: 21+
i+ 2y
3v1+ 3y
Y1, Y2

VIV IV IV
o niw NN

14



Dualidad - Teorema de Holgura

Complementaria

4.0
—— Restricciones
—e— MIN
351 Regidn de soluciones factibles
3.0 A
2,54
2.04
1.5 9
10 —\
.3
055 MIN
\\

N

\\
0.0 0

Ny
\\
(N
S
-0.5 T T T T T y T
-0.5 0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0 35 4.0
= el minimo se alcanza en y* = (2, 2)
892 8 15



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Seglin el THC, debe valer que:

X =0 o 2yf+y;=2 (o ambas) (1)
X3 =0 o yf+2y; =2 (o ambas) (2)
x3=0 o 2yi+3y=3 (o ambas) (3)
yi=0 o 2xj+x5+3x; =18 (oambas) (4)
3 =0 o x{+2x3+3x5 =15 (oambas) (5)

16



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Seglin el THC, debe valer que:

x{=0 o 2yf+y;=2 (o ambas) (1)
X3 =0 o yf+2y =2 (o ambas) (2)
x3=0 o Ly;+3y;=3 (o ambas) (3)
yi=0 o 2xj+x5+3x; =18 (oambas) (4)
3 =0 o x{+2x3+3x5 =15 (oambas) (5)

16



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

17



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

xf =0 o 2yf+ys=2 (oambas) ]

2 2
2y S =2-4+-=2 V

17



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

xf =0 o 2yf+ys=2 (oambas) ]

2 2
2y S =2-4+-=2 V

x3=0 o yf+2y5=2 (oambas)

17



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

[ x;3=0 o 1yf+3y; =32 (oambas) ]

18



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Xt =0 o 2y +y;=2 (o ambas) (1)
x3=0 o yf+2y;=2 (o ambas) (2)
x3=0 o Lyf+3y; =32 (o ambas) (3)
i =0 o 2x;+x5+3x; =18 (oambas) (4)
vi=0 o xf+2x5+3x3 =15 (oambas) (5)

19



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

[ yi=0 o 2Xi"+x2*+%x§":18 (o ambas) ]

1
yi#0 = 2Xf—|—x2*—|—§x3*:18

20



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

[ yi=0 o 2Xi"+x2*+%x§":18 (o ambas) ]

1
yi#0 = 2xf—|—x2*—|—§x3*:18

[ y5=0 o x{+2x3+3x; =15 (o ambas) ]

s #0 = x{+2x;+3x3 =15

20



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

2xf + x5 + 1x; =18
X{ +2x3 +3x3 =15

21



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

* * 1% . * ko
2x7 + x5 + 5X3 = 18 =0 |2x{ +x; =18
X{ +2x3 +3x3 =15 X +2x3 =15

21



Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

* * 1% . * ko
2x7 + x5 + 5X3 = 18 =0 |2x{ +x; =18
X{ +2x3 +3x3 =15 X +2x3 =15

= ox =7 AN x3=4

x* = (7,4,0)
7zt =22

21



Dualidad

Teorema

Una solucién factible x",--- , x; de
n
max Z Gj Xj
j=1
s.a: 21’7:1 ajix; < b Vi=1,---,m
xpi> 0 Vj=1,---,n
es éptima si y sélo si existen y;, - - -,y tales que:
m
Za,-jy,-* = ¢ cuando x>0
i=1
n
y¥ = 0 cuando Z a;jx; < bj
Jj=1
y tales que:
m
ayf > ¢ Vi=1,--,n
i=1
y©* =2 0 Vi=1, ,m




Dualidad - Teorema de Holgura Complementaria

Dada una solucién factible de un problema lineal, el teorema anterior
brinda una manera de chequear si es éptima.
Ejemplo: supongamos que tenemos el siguiente problema lineal:

max 18x; — 7x + 12x3 + bxs + 8xs
s.a: 2x1 — 6x0 4+ 23 4+ Tx4 + 3x5 + 8x < 1
-3 = x + 43 — 3x + x5 + 2x% < =2
8 — 3x + bxz — 2x + 2x < 4
4xq + 83 + Tx4 — x5 + 3x < 1
551 + 2% — 3x3 4+ 6x4 — 2x5 — xg < 5
X1, X0, X3, X4, X5, X6 > 0

Y queremos chequear si la siguiente solucién es éptima:

* * * * * *
XQr=2,% =4, x3 =0, x, =0, g =7, x, =0

23



Dualidad

Queremos chequear si la siguiente solucién es éptima:
XX =2, x=4x=0,x=0,x =7, x =0

Basta chequear que existan y;', - -,y que cumplan las hipdtesis del
teorema. Como x{ >0, x5 >0y xg > 0, los y;* deben cumplir que:

Zaiji* = CJ Vj € {172a5}
i=1

Es decir, deben cumplir que:

2y — 3y; 4+ 8y; + 4y;y + by = 18
-6y — y; — 3y3 + 2y = 7
3yi + » - yi — 2y = 0

Por otro lado:
=3x7 — x5 +4x3 —3x, + x5 +2x5 < 2=y, =0
5x{ 4+ 2%y —3x3 +6x; —2x5 —xg <b=yg =0

24



Dualidad

Juntando todas las condiciones:

2y — 3y 4+ 8y; + 4yy + by = 18
—6byy - ¥v; — 3y + 2 = 7
3yi + ¥ - Y& — 2y = 0
23 = 0

Y5 0

La solucién para este sistema es (%,O7 %, 1,0). Como esta solucién
verifica que:

5
dayyd = g V=16
i=1

y; > 0 Vi=1,---,5

Entonces x* es solucién éptima.
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Dualidad

Ejercicio: Chequear si la siguiente solucién:
* * * * *
x1=0,x% =2, x3=0,x4 =7, x5 =0

es solucién éptima del siguiente problema:

max 8x1 — 9 + 12x3 + 4x4 + 1lxs
s.a:  2xy 3x2  + 4x3 + x4 + 3xs < 1
x1 + Tx + 3x3 — 2x4 + x5 < 1
5x1 + 4x — 6x3 + 2x4 + 3xs < 22
X1,%0,x3,X4,x5 > 0
x* éptima sii existen y;", .-,y tales que:
m
Za,yy,-* = ¢ cuando x>0
i=1
n
y¥ = 0 cuando Za,-jxj*<b,-
j=1
y tales que:
m
dayyt = ¢ V¥i=1,---,n
i=1
y©* =2 0 Vi=1, ,m




Dualidad

Dado que x5 > 0y x; > 0, se tiene que:
=3y + Ty + dyy = -9
o= 2y + 2y = 4
Por otro lado:
X{ +7x5 +3x3 —2x5 + x5 <1=y5 =0

Entonces el sistema queda:

=3y; 4+ Tyy + 4y; = -9
yl* - 2 y2* + 2 y3* = 4
21 = 0

La solucién de este sistema es (%, 0, %) Hay que chequear si esta solucién cumple

con las restricciones del problema dual:

3

*
E ajjyj
i=1

yy > 0  Vi=1,---,3

Vv
9]
<

Il
-
\'U'l

La tercera condicién del dual no es respetada:
dyr —6yf =118 ¥ 12
Luego, x* no es solucién éptima del problema.
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Dualidad

Proxima clase:

e Significado econémico de las variables del problema dual

e Anidlisis de sensibilidad
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