Clase 08

Método de diccionarios - Método Tableau




En el capitulo anterior...

e Resolucién gréfica v/
e Forma estandar de un PL v

e Método de diccionarios v/



Infinitas soluciones optimas

Hay PL que tienen infinitas soluciones éptimas, lo cual queda en evidencia una
vez que los resolvemos con SIMPLEX. Por ejemplo, el siguiente diccionario:

wi = 3 4+ x — 2w + TIx3
xx = 1 — Bbxx + 6w — 8x3
w3 = 4 + 9% 4+ 2w — X3
z = 8 — X3

Toda solucién éptima debe cumplir que x3 = 0 (pero no necesariamente xo = 0
o wy = 0). Para tales soluciones, el diccionario implica que:

wa = 3 —|— X2 — 2 %)
xx = 1 — 5x + 6w
wi = 4 4+ 9% + 2w

Luego, cada solucién éptima se obtiene asignando valores a x> y w» tales que:

- x + 2w < 3
5bx, — 6w < 1

— 9X2 — 2 wWa S 4
xo,wo > 0

Es decir, podemos asignar cualquier valor a xo y a wy siempre y cuando wy, xi, w3 > 0 2



Problemas no acotados

Recordar que la variable que sale de la base es la variable basica cuya
no-negatividad impone la cota superior mas restrictiva al incremento de la

variable que va a entrar en la base.

Ejemplo:
xx = 5 4+ 2x3 — x3 — 3x1
X5 = 7 — 3X4 — 4X1
z = 5 4+ x3 - x4 - x1

La variable que va a entrar a la base es x3, pero ninguna de las variables
bdsicas x> ni xs imponen alguna restriccién sobre cudnto puede aumentar x3 =
el problema no estd acotado: puedo aumentar x3 tanto como yo quiera (por lo

tanto, z puede aumentar tanto como yo quiera).

En general, si no existen candidatos para dejar la base, el problema es no

acotado.



Soluciones degeneradas

Se dice que una solucién basica es degenerada si una o mas de sus
variables basicas valen cero.

Ejemplo:
x3 = 0,5 — 0,5xq
X5 = — 2x1 4+ 4dx + 3xq
X = x1 — 3x 4+ 2x
z = 4 + 29 — xx — 4x

Solucién actual: (0,0, %,0,0,0)

X1 entrard a la base, pero observemos qué ocurre en la segunda ecuacion:
0<x=-2x¢ <& xx<0

= el crecimiento de x; estd limitado a 0 = ni el valor de x; ni el de las
otras variables va a cambiar, y el valor de z sigue siendo el mismo.



Soluciones degeneradas

Aln asi, debemos pivotear para permitir que x; entre a la base y que xs

salga.
X1 = 2% + 15x4 — 0)5x5
x3 = 0,5 — 0,5x4
S = — x» 4+ 35x4 — 0)5x5
z = 4 4+ 3x - X4 X5

Solucién actual: (0,0, 3,0,0,0)

Puesto que esta iteracién de SIMPLEX no produjo un cambio en el valor
z, es una iteracién degenerada.

En el ejemplo, la préxima iteracion también serd degenerada, pero la
posterior no. Puede ocurrir una racha de iteraciones degeneradas, pero en
la gran mayoria de los casos, la racha es interrumpida por una iteracién
no degenerada.



Soluciones degeneradas - Ciclos

Podria ocurrir que las soluciones degeneradas provoquen ciclos infinitos
en el SIMPLEX. Ejemplo (Chvétal, 1983):

X5 = — 05x3 4+ 55x + 25x3 — 9Oxy
56 = — 05x3 + 15x + 0bxy3 — Xg
xx = 1 - x1 +

z = 10x;, — b7xp, — Ox3 — 24xy

Luego de la primera iteracidn (x; entra, xs sale):

X1 = 11, + 5x3 — 18x4 — 2x3
55 = — 4 -  2x3 + 8x, + X5
xx = 1 — 1lx — bx3 + 18x4 + 2x5

7 — 53x, + 4lx3 — 204xs — 20xs



Soluciones degeneradas

Luego de la quinta iteracién:

X5 = O% + 4x; — 8x, — 2x3
Xy = — X6 — 0bx3 + 15x + 0)5bx3
o = — X1

z = 24xg + 22x1 — 93x — 2lx3

Luego de la sexta iteracién:

X5 = — 05 + 5bx 4+ 25x3 — 9xq
X = — 05x3 + 15x + 0bx3 -— Xq
xx = 1 = X1 +

Z = 10x; — bB7x% -— Ox3 — 24x

iVolvimos al mismo diccionario del principio!



Soluciones degeneradas - Regla de Bland

Regla de Bland:

1. La variable entrante serd la variable no basica de menor
indice con coeficiente positivo en la f.o0.

2. La variable que sale se elige como siempre. Si hay empates
entre variables, sale la que tenga menor indice.

Se puede demostrar que, utilizando la regla de Bland, SIMPLEX no cicla.

Obs: no es necesario utilizar la regla de Bland en cada iteracidn.
Podriamos comenzar a emplearla, por ejemplo, luego de algunas
iteraciones degeneradas y descartarla cuando se produzca una iteracion
no degenerada.



Soluciones degeneradas - Regla de Bland

En el ejemplo donde SIMPLEX ciclaba, veamos cémo la regla de Bland
nos ayuda a salir del ciclo. En la quinta iteracién teniamos el siguiente

diccionario:
X5 = 9X6 + 4X1 - 8X2 - 2X3
Xg = = X6 — 0bx3 + 15x + 05bx3
x = 1 — X1
Z = 24xg 4+ 22x1 — 93x, — 21x3

Vimos que si usamos el criterio usual, xg entra a la base y asi volvemos al
diccionario inicial.
En cambio, si aplicamos la Regla de Bland, xg no entrard a la base, sino
que x1 entrard. Cada ecuacidén nos impone las siguientes restricciones,
respectivamente:

X1 < 00 x1 <0 xp <1
Luego, x4 sale de la base. Si bien esta es una iteracién degenerada,
veamos cémo queda el nuevo diccionario.



Soluciones degeneradas - Regla de Bland

Una vez que pivoteamos, el nuevo diccionario queda asi:

X1 = = 2x6 + 3x2 + X3 — 2X4
X5 = X6 + Adx, + 2x3 — 8x4
xz = 1 + 2x6 — 3x — X3 + 2X4

2z = — 20 — 27x2 -+ x3 — 4dxy

Primero, no volvimos al diccionario inicial. Por otro lado, veamos qué sucede
con la préxima iteraciéon: x3 entrard a la base y x7 saldra de la base. Luego de
efectuar el pivote, el nuevo diccionario queda:

x3 = 1 + 2x6 — 3x + 2x4 — X7
xx = 1 — X7
xs = 2 + bxg — 2xp — Ax, — 2x7

z = 1 — 18xs — 30xx — 42x4 — X7

Como z cambié su valor (pasé de valer 0 a valer 1), la dltima iteracién no es
degenerada. M3s atin llegamos a una solucién éptima: (1,0,1,0,1,0,0)
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Soluciones degeneradas - Regla de Bland

En sintesis:

e en general es (til utilizar el criterio usual para decidir qué variable
entra a la base: “Entra a la base la variable con mayor coeficiente
positivo en la f.0.”

e si se viene dando una seguidilla de iteraciones degeneradas, usar
la Regla de Bland.
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Soluciones degeneradas - Perturbaciones

Introducir pequenas perturbaciones al problema original es otro método para
evitar que SIMPLEX cicle.

n n
max E G5% max E GG
=t j=t

s.a: Za,‘jX,ij,' VI':].,.,,JTI—> s.a: Za,-,—x,;ﬁb,-—ks,— Vizl,...7m
j=1 j=1
x>0 Vj=1,...,n x>0 Vj=1,...,n

Tomando a los ¢ fijos tales que 0 < ey K Em1 K -+ K 2 K 61 K 1.

Se aplica SIMPLEX al problema perturbado y luego se recupera la solucién
considerando a los €; nulos.
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Soluciones degeneradas - Perturbaciones

Volvamos al ejemplo donde SIMPLEX cicla con el criterio usual. Agregando las
perturbaciones el diccionario inicial es:

Xs = €1 — 05x¢ 4+ bBb5x + 25x3 — Oxy
X6 = &2 — 05 4+ 15x + 05x3 — X4
xx = 1 4+ & - X1+

2 = 10xi; — 57x — Ox3 — 24xy

La variable que entra a la base es x; y las cotas que cada ecuacién impone a su
crecimiento es, respectivamente:

x1 < 2¢1 x1 < 2e2 x1<1+e3

Como 2e; < 2e1 < 1+ e3 la variable que sale de la base es x. Pivoteamos y el
nuevo diccionario queda:

x1 = 2 + 3x2 + X3 — 2x4g — 2X6
Xs = € — & + 4 4+ 2x3 —  8xs + X6
7= 1 — 2e0 + &3 — 3x2 — x3 + 2x4  + 2X6

78— 20e, — 27Tx2 -+ x3 — 4d4x, — 20x6
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Soluciones degeneradas - Perturbaciones

X1 = 2 + 3x2 + X3 — 2x4g — 2X6
X5 = e — €2 + dx, + 2x3 — 8xs + X6
7 =— 1 — 2e0 + &3 — 3x2 — x3 + 2x4  + 2X6

n = 20e, — 27Tx2 + x3 — 4d4x, — 20x

El Gnico candidato para entrar a la base es x3 y el tinico candidato para salir es
x7. El diccionario resultante después de pivotear es:

x3 = 1—2er+¢3 + 2X6 = — 3  + 2xq4 — X7
x1 = 1l+4e&3 — X7
Xxs = 2+4+e1—52+23 + 5x¢ — 2x — 4xq — 2x
z = 1+18er+¢3 — 18x¢ — 30xx — 42x4 — X7

Que es el diccionario éptimo para el problema perturbado. Recuperamos la
solucién éptima para el problema original ignorando los términos con &1, &2, €3.

Obs: los € nunca aparecen en los coeficientes de las variables no basicas.
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La clase pasada vimos cémo funciona SIMPLEX una vez que le

proporcionamos un solucién bdsica factible inicial, la cual necesitamos
para construir el diccionario inicial. Por ejemplo, con tomar las variables
de decisién iguales a cero (problemas de origen factible) nos alcanzé para
poder empezar a correr SIMPLEX.

Sin embargo, otras veces, encontrar una solucién bdsica factible inicial no
es trivial (ni siquiera es trivial que exista alguna solucién factible).

Veremos tres formas sortear este obstaculo.
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Encontrar solucion factible inicial




r solucion factible inicial - Galerazo

A partir del problema estandarizado uno puede encontrar “a 0jo" una
solucién basica factible. Esto generalmente sucede cuando el problema es
de origen factible.

Obs.: no basta con hallar una solucién factible cualquiera, sino que hay
que asegurarse que la solucién factible tenga la cantidad apropiada de
variables basicas. Es decir, que la cantidad de las variables basicas sea
igual a rg(A) siendo A la matriz de coeficientes de las restricciones del
problema.

En otras palabras, tenemos que asegurarnos de que la solucién inicial sea
un vértice del poliedro factible.
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Encontrar solucion factible inicial - Galerazo

Ejemplo clase pasada: Problema estandarizado:

mix 5x31 + 4x2 + 3x3

sa: 2x3 + 3x + x3 + w = 5
4x; + X2 + 2x3 + w = 11
3X1 + 4X2 + 2X3 + w3 = 8
X1, X2, X3, Wi, W2, w3 > 0
En este caso:
2 3 1 1 0 0
A=|4 1 2 0 1 0 = rg(A)=3
3 4 2 0 0 1
(0,0,0,5,11,8) v (0,04,1,3,0) v
(2.5,0,0,0,1, 0.5) v (1,0,0,3,7,5) X (es factible, pero no es un
(2,0,1,0,1,0) v vértice)
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Método de las dos fases y método Big-M

Hay dos otras manera (mds metddicas) de chequear si un PL tiene
alguna solucién factible y, de ser asi, hallar una solucién basica factible
inicial para correr el algoritmo.

Método de dos faces: se plantea un problema auxiliar que, al resolverlo
(Fase ), otorga una solucién basica factible. La Fase Il consiste en
resolver el problema original utilizando la solucién hallada, como vimos la

clase pasada.

Método Big-M: se plantea un problema auxiliar introduciendo variables
artificiales que permiten obtener un solucién factible bésica para el
problema auxiliar. Se resuelve vy, si en el éptimo las variables auxiliares
son nulas, se obtiene el éptimo del problema original.
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Método de dos fases

Para utilizar este método, se estandariza el problema original de la siguiente
manera:

e Objetivo de maximizar

e Los b; deben ser no negativos

e Se suman variables slack para transformar a los < en =

e Se restan variables slack para transformar los > en =

e Se suman variables artificiales a; para las desigualdades > y para las
igualdades

e Todas las variables deben ser no negativas

20



Método de dos fases

Ejemplo:
max x; — Xp + X3
sa: 2x1—x+2x3< 4
2x1 —3x +x3 < =5
—x1+x —2x3 < —1
x1,%2,x3 > 0
Pasa a escribirse como:
max xy —xo + X3
s.a: 2x1 — Xo + 2x3 + wy =

4
—2x1+3x—x3—wr+a = 5
X1—X+2x3—wz+a= 1

0

X1, X2, X3, W1, W2, W3, d1, a2 >

Las x son las variables de decisién, las w las variables slack y las a las
variables artificiales.
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Método de dos fases - Fase |

La Fase | consiste en plantear y resolver el problema auxiliar (PA) que tiene
como objetivo lograr que la suma de las variables auxiliares sea nula. En
nuestro ejemplo:
max —a; — az
s.a: 2x1 — X0 +2x3 +wi = 4
—2x1+3x% —x3—wr+a1= 5
X1—X2+2x3—ws+a= 1

X1,X2,X3, W1, W2, W3, a1,a2 > 0

Se resuelve el problema auxiliar. Para eso tomamos como variables basicas a

wi, a1 y a2 y se tienen las siguientes igualdades:

wp, = 4 — 2x3 + X2 — 2x3
a = 5 4+ 2x1 — 3x + X3 + w
a 1 - x1  + X2 — 2x3 + ws

Llamamos y a la funcidén objetivo del problema auxiliar y la escribimos en
funcién de las variables no basicas, utilizando las igualdades:

y=-"06-—-x1+2x+x3—w— w3 22



Método de dos fases - Fase |

Asi, nos queda planteado el diccionario inicial del problema auxiliar:

wy = 4 — 2x1 + x2 — 2x3

ay = 5 + 2x1 — 3x + X3 +  wp

a = 1 - x1 + x - 2x3 +  ws
y = -6 — x1 + 20 4+ x3 — w2 — w3

A continuacién aplicamos el procedimiento usual para resolverlo. Observar que, para
lograr que y=0, basta con que a; y a» sean no bdasicas. Por esa razén, si en alguna
iteracion alguna variable artificial compite contra otras variables por salir de la base,
priorizamos sacar a la variable auxiliar.

Efectuando los pivotes necesarios llegamos al diccionario éptimo del problema auxiliar:

wp = 3 - X1 = w3 =+ a
x = 22 + 06xx + 04w + 02wz — 04a — 0,2a
x3 = 16 — 02xq + 02wy + 06ws — 0,2a3 — 0,6a
y = — ai - an

La solucién éptima para el problema auxiliar es:
X1:0 X2:2,2 X3:].,6 W1:3 W2:0 W3:0 31:0 82:0
Luego, es una solucién basica factible del problema original, y podemos utilizarla para

correr la Fase Il 23



Método de dos fases- Fase Il

La Fase Il consiste justamente en buscar el 6ptimo del problema original,
iniciando SIMPLEX sobre la solucién basica factible hallada con la Fase I.
Para confeccionar el diccionario inicial del problema original, utilizamos las
igualdades del diccionario 6ptimo de la Fase I, eliminando los términos
correspondientes a las variables auxiliares:

wa = 3 — X1 — w3
x = 22 4+ 06xx + 04w + 0.2w3
X3 = 1,6 = O,2X1 + O,2W2 —+ 0,6W3

Sélo queda reescribir z expresada en funcién de las variables no basicas

(x1, w2, ws):

Z=X1— X2+ X3
=Xx1 — (272 + 0,6x1 + 0,4w, + 0,2W3) + (1,6 —0,2x1 + 02w, + 0,6W3)
= —0,6 +0,2x; — 0,2w> — 0,4w3
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Método de dos fases- Fase Il

Juntando las igualdades con la funcién objetivo expresada en términos de

las variables no bésicas, queda conformado el primer diccionario de la

Fase Il:
w1 3 - X1 — w3
Xy = 22 4+ 0,6x1 + 04w, + 0,2ws
X3 = 1,6 — 0,2X1 + 0,2W2 + 0,6W3
V4 —0,6 + O,2X1 — O,2W2 + 0,4W3

Luego queda resolver el problema original a partir del diccionario inicial

como lo hacemos usualmente. En el caso de este problema, el 6ptimo es:

x1=0 xx=28 x3=34 wy=0 wp=0 w3=3

Luego, (0, 2.8, 3.4) es el 6ptimo del problema planteado al principio.
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Método de dos fases - Resumen

1. Escribir el problema original estandarizado segtin los lineamientos de la
diapo 20

2. Plantear el problema auxiliar que tiene las mismas restricciones que el
original estandarizado pero su objetivo es max — > a;.

3. Hallar el éptimo del problema auxiliar.

4. if en el éptimo del problema auxiliar las variables artificiales son todas

nulas:

e Pasar a Fase Il (elaborar el diccionario inicial con las igualdades del
diccionario éptimo de Fase | ignorando los términos de las variables
artificiales). Hallar el éptimo.

else:

e El problema original no tiene soluciones factibles. No hay nada mas

que hacer.
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Método Big-M

El método Big-M (o método M) en el fondo es similar al método de dos
fases de SIMPLEX, salvo que, de existir soluciones factibles, resuelve el
problema directamente, sin necesidad de plantear problemas auxiliares.
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Método Big-M

Para utilizar este método, a partir del problema original, se plantea un nuevo
problema de la siguiente manera:

e Objetivo de maximizar

e Los b; deben ser no negativos

e Se suman variables slack para transformar a los < en =

e Se restan variables slack para transformar los > en =

e Se suman variables artificiales a; para las desigualdades > y para las
igualdades

e Todas las variables deben ser no negativas

e Se resta a la funcién objetivo la suma de las variables a; multiplicadas por
M (constante grande)

28



Método Big-M - Ejemplo

Problema original:
min  4x1 + xo

s.a: 3xi+x = 3
4x1 +3x2 > 6
x1+20< 3
X1, X2 2 0
Planteamos el problema auxiliar:
max —4x; — xo — Ma; — Ma»
s.a: 3x1 +x2+a1 = 3
4x1 +3xo—wy1 +ax= 6
x1+2x+wp = 3
X1, X1, W1, W2, a1, a2 2 0

Y resolvemos el problema auxiliar.

Si en el éptimo del problema auxiliar a1 = a» = 0, entonces hallamos el éptimo
del problema original. De lo contrario, el problema original no tiene solucién
factible.
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Método Big-M

La gracia de agregar las variables artificiales es que me sirven para tomarlas
como variables basicas. De esta manera, confeccionar el diccionario inicial es
sencillo. De las tres restricciones tenemos que:

ail = 3 S 3X1 S X2
aH» = 6 — 41 — 3x + wm
Wo 3 - X1 — 2x

Reescribiendo z en funcién de las variables no bdasicas:
z=9M+ (TM — 3)x1 + (4M — 1)xo — Mw;,

El diccionario inicial es entonces:

ai = 3 S 3X1 S X2

a = 6 — 4x; — 3x2 + wi
wy, = 3 - X1 - 2x

z = M + (IM=-3)x1 + (@GM-1)x — Mw
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Método Big-M

ai 3 - 3X1 — X2
a = 6 — 4x; — 3x + w1
Wy = 3 — X1 — 2x7
z = M + (IM-3)xy + (AM-1)xx — Mw
La variable que entra es x; y sale a;. Pivotear da lugar al siguiente
diccionario:
X3 = 1 — %XQ — %al
a = A = %Xz + wp  + %81
wy = 2 = %XQ + %al
z = 2M+4 + (5M3+1)x2 - Mwy - Mal

En la préxima iteracién x, va a entrar a la base y a, y wp, compiten para
salir de la base. Como queremos que a, sea no bdsica, la elegimos para
que salga de la base. Asi continuamos resolviendo hasta hallar el éptimo
del problema auxiliar.
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Método Big-M

En este ejemplo, el éptimo del problema auxiliar es:

3 6
X1 == Xp= = W1:0 W2:0 3120 3220

5 5
Como las variables auxiliares son todas nulas en el 6ptimo del problema

auxiliar, el problema original tiene soluciones factibles. Mas adn, el

Sptimo del problema original es (%, %)
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Método Big-M

Método Big-M:

1. Plantear el problema auxiliar como se indica en la diapo 28

2. Confeccionar el diccionario inicial tomando como variables bésicas a las
variables artificiales (de las restricciones > e = ) y a las variables slack (de

las restricciones < )

3. Hallar el éptimo del problema auxiliar:
e jf en el éptimo del problema auxiliar las variables artificiales son no
basicas:
Del éptimo del problema auxiliar se deduce el éptimo del problema
original
e else:

el problema original es infactible
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Conclusiones

Siempre necesitamos una solucién bésica factible inicial (SBFI) para
poder correr SIMPLEX:

e En ciertos problemas, la SFBI se puede encontrar a ojo.

e Si encontrar una SFBI a ojo es dificil (o si ni siquiera estamos
seguros que el problema tenga alguna solucién factible), recurrimos
al método de dos fases o al método Big-M.
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