Intervalos y regiones de confianza

Estadistica (M)
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Intervalo de longitud prefijada para p en una N(u,c?)

Propuesta

@ Tomemos una muestra inicial Xq,...,X,,.

e Estimamos o por
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Intervalo de longitud prefijada para p en una N(u,c?)

@ Sea X,11,..., Xptm una muestra complementaria y
1 n+m
Xn+m = g Xz
n-—+m 4 ]
i—

El intervalo de confianza

_ Sn, S Sn
onim =t ne1 s Xt + b 0 7

tiene longitud menor o igual a [,.

Probemos que la propuesta nos lleva a un IC de nivel 1 — a.



Intervalo de longitud prefijada para p en una N(u,c?)

Sean X, ...X,, variables aleatorias independientes con distribucién
N(p,0?) y sea m como antes.

(i) W=(n-1)s3/0* ~xp 4
(i) V. =vm+n(Xpmin —u)/o~ N(0,1)
(iii) V' y W son independientes

(iv) vm +n(Xman — 1)/sn ~ Tn1

Luego,
_ S, _ S,
Kot =t no1 o Kt + b o1 o

es un intervalo de confianza para i de nivel 1 — « con longitud
menor o igual a [,.



Regiones de confianza con nivel asintético (1 — «)

Sea X1,Xs,...,X,, ma. X; ~ F(z,0), 0 € O. Se dice que
Sp(X1,...,X,) es una sucesién de regiones de confianza con nivel
asintético 1 — a si:

lim Pg(6 € Sp(X1,...,.Xp))=1—a VOe€O.

n—oo



Procedimiento para obtener RC con nivel asintético

Teorema Sea X1,...,X,, una muestra aleatoria de una
distribucién perteneciente a la familia F'(z,0), 8 € O.
Supongamos que

e Vn, dva. U, =G,(Xy,...,X,,0) tales que U, L, U,
donde U es una variable aleatoria con distribucién
independiente de 6

e Ay B puntos de continuidad de Fy; tales que
PA<U<B)=1-a.

Luego, si

Sp(X1,.... X)) =1{0: A< Gp(X1,...,Xn,0) < B}

Sp(X) es una sucesién de RC con nivel asintético (1 — ).



Ejemplos

@ Consideremos el caso en que X1,...,X,, son una muestra
aleatoria E(X;) = p y V(X;) = 02, ambas desconocidas.
Veremos que el intervalo

Sn o Sn
e )
2Vn

tiene nivel asintdtico 1 — a.

(X, — 2z

Vayamos al pizarrén.



Ejemplos

@ Consideremos el caso en que X71,...,X,, son una muestra

aleatoria donde z; ~ Bi(1,p)
Vamos a deducir dos intervalos de confianza asintéticos

diferentes para p.
@ [D1.n,D2.n| raices del polinomio en p

nX2 —p(2nX, + 22%) + p2(z2% +n)

Vayamos al pizarrén.



Usando la distribucidon asintética de los EMV

X1,..., X, i.id. donde X; tienen funcién de densidad o de
probabilidad puntual f(x,@).

Bajo condiciones de regularidad

o si 0, = 0EMV entonces v/ (0, — 0) — N (0, 11%9))

ViyIi(0) (@, — 8) 25 N(0,1)
o La regidn
S(X) = {0: —25 < Vny/T(0)(6n — 0) < 22}

no tiene porqué ser un intervalo y puede ser dificil de calcular.



Usando la distribucidon asintética de los EMV

@ Si I1(0) es una funcién continua de 6, como gn Ly, bajo
condiciones de regularidad obtendremos que I(6,,) — I,(6),
luego

Vi 11(00) (0, — 0) 25 N (0, 1)

@ Entonces, un intervalo de nivel asintdtico 1 — o serd

[(/9\”—23 1/\ ,§n+zg %}
2 n [1<9n) 2 n [1<9n)




Otra mirada...

POBLACION « F

MUESTRA X,,..

X, iid X;~F

Parametro: Valor asociado de F’
0 =06(F)
0: valor poblacional




Funcionales

Er(X) <= E(X)cuando X ~ F.

Ve(X) = o(F) = [ (@~ w? dF(@)
Consideramos funcionales de la forma

T(F)= /T(aj) dF(z)



Otra mirada...

POBLACION « F MUESTRA X3,... X, iid. X; ~ F

Parametro: Valor asociado de F' | Estimador:estadistico para estimar 6
QZG(F) é\n:é\n(Xlw",Xn)

0: valor poblacional @L NUEVA VARIABLE ALEATORIA




La Distribucién Empirica

Sean X1, Xs,..., X, iid., X; ~ F. Definimos

. 1 &
Fo(t) = - D Tixi<y
=1

e F,(t) es una funcién aleatoria.
@ [,(t) representa a una acumulada que da peso 1/n a

X1, X2, ..., X,



La Distribucién Empirica

Ppr(X € A) <= P(X € A)cuando X ~ F.

Er(X) <= E(X)cuando X ~ F.

Er {g(Xl,...,Xn)} <~ E{g(Xl,...,Xn)} s
cuando Xi,..., X, iid., X; ~ F.

t D, G VU I RV R P R . ¢
pt) | I/n | 1/n|1/n|1/n|1/n|1/n|1/n|1/n




La Distribucién Empirica

Sean X1, Xo,..., X, i.id., X; ~ F. Definimos

~ 1 &
Fo(t) = o Z Iix,<ey
=1

o F,(t) es una funcién aleatoria.

e F),(t) representa a una acumulada que da peso 1/n a
X1, Xo, ..o, X!

@ Ley de los Grandes Niumeros:



La Distribucién Empirica
Sean X1, Xo,..., X, i.id., X; ~ F. Definimos

~ 1 &
Fo(t) = - D Tixi<y
=1

e F,(t) es una funcién aleatoria.

° fn(t) representa a una acumulada que da peso 1/n a
X1, Xo,..., X,
@ Ley de los Grandes Numeros:

E,(t) 25 F(t)

@ Glivenko Cantelli:

lim sup |F,,(t) — F(t)] =0, cs.

n—oo teR



Estimacién Plug-in

Nos interesa estimar un funcional T'(F).

El procedimiento plug-in propone estimar § = T'(F’) con



