Estadistica (Q) Maria Eugenia Szretter

1. Modelo para los errores de medicién

Muchas veces el valor de una constante fisica no se conoce con precisién, pero puede
determinarse por procedimientos experimentales que pueden llevarse a cabo en un labo-
ratorio. Estos procedimientos, en principio aparentemente simples como pesar o medir
un objeto, determinar un voltaje o medir un intervalo de tiempo, se vuelven bastante
complicados de tratar mateméticamente cuando se tienen en cuenta todos los detalles y
las posibles fuentes de error.

En general, a los errores se los distingue entre aleatorios y sistematicos. Las variaciones
en las respuestas o mediciones realizadas bajo las mismas condiciones experimentales
es lo que se conoce por errores aleatorios. Se trata de fluctuaciones incontrolables que
se modelan por el azar. Nos contentaremos con dar una medida de su variabilidad (la
varianza o el desvio estandar). Al mismo tiempo, puede haber errores que tengan el mismo
efecto en todas las mediciones (por ejemplo, sobreestimando el resultado): el equipo puede
estar mal calibrado de modo de arrojar sisteméticamente resultados més altos de los que
realmente deberia, o puede haber errores asociados con la forma en que se realizan las
mediciones. Si el verdadero valor de la cantidad que quiere ser medida se denota por pyg,
la medida realizada, X, suele modelarse como

X=p+p+e

donde S es el error sistemdtico, y € es el componente aleatorio del error; € es una variable
aleatoria con E(g) = 0y Var(e) = 0. Observemos que tanto pp como (3 son valores fijos
v desconocidos. Entonces tenemos

E(X)=po+p

Var(X) = o

A f se lo suele llamar sesgo del procedimiento de medicion. Las dos componentes que
afectan el tamafio del error son el sesgo (3 y el tamaiio de la varianza, o2. Una medicién
perfecta tendria 3 =0y 0% = 0.

1.1. Error aleatorio y error sistematico

Para ilustrar la diferencia entre error aleatorio y sistemético, consideremos un ejemplo
de [Taylor| [1997].

Supongamos primero que tomamos el tiempo que le toma dar una vuelta completa
a un plato giratorio que gira constantemente. Una fuente de error serd nuestro tiempo
de reaccion para iniciar y detener el reloj. Si nuestro tiempo de reaccion fuera siempre
exactamente el mismo, estas dos demoras se cancelarian entre sf. En la practica, sin



embargo, nuestro tiempo de reacciéon variard. Podemos retrasarnos en comenzar, y asi
subestimar el tiempo de una revolucién, o podemos demorarnos en detener el reloj, y asf
sobreestimar el tiempo. Como ambas posibilidades son igualmente probables, el signo del
efecto es aleatorio. Si repetimos la medicion varias veces, a veces sobreestimaremos y otras
veces subestimaremos el tiempo real. Por lo tanto, nuestro tiempo de reaccién variable se
manifestara en nuestro experimento como una variacion de las respuestas encontradas. Al
analizar los resultados estadisticamente, podemos obtener una estimacién muy confiable
de la magnitud de este tipo de error.

Por otro lado, si nuestro cronémetro estuviera funcionando mal, corriendo constan-
temente de forma lenta, entonces todos nuestros tiempos serdn subestimados, y ninguna
medicion (con el mismo reloj) revelara esta fuente de error, por mas que lo repitamos
muchas veees. Este tipo de error es el que llamamos sistemético, porque siempre empuja
nuestro resultado en la misma direccion (subestimamos si el reloj va lento, sobreestima-
remos si el reloj va acelerado). Los errores sisteméaticos no pueden ser descubiertos por
el tipo de anélisis estadistico que discutiremos en estas notas.

Como segundo ejemplo, pensemos en medir una longitud bien definida con una regla.
Una fuente de incerteza serd la necesidad que tendremos de interpolar entre dos mar-
cas consecutivas de la regla, y esta incertidumbre serd seguramente aleatoria (cuando
interpolemos tendremos igual probabilidad de sobreestimar como de subestimar). Pero
también existe la posibilidad de que la regla esté distorsionada, y esta fuente de incerteza
seré sistematica (si la regla se ha encogido, siempre sobreestimaremos, si la regla se ha
estirado, subestimaremos siempre).

Casi todos las mediciones experimentales estan sujetas a ambos tipos de errores (alea-
torios y sisteméticos). La mala calibracion de los instrumentos suele ser la fuente principal
de los errores sistemaéticos. Los aleatorios se deben a la acumulacién de pequenos errores
del observador, pequenias variaciones de los instrumentos, condiciones climaticas distin-
tas, problemas de definiciéon y muchas otras. Una manera de entender mas claramente la
diferencia entre ambos es mirando la Figura [l Aqui el experimento es el tiro de flechas
al blanco. Fl centro del blanco representa a g, la cantidad que queremos conocer. Los
tiros al blanco representan las mediciones, intentos de dar con el centro del blanco, o
sea, mediciones para conocer a pg. La falta de error sistematico consiste en que los tiros
se ubiquen cerca del centro. Los errores aleatorios son causados por cualquier motivo
que haga que los tiros se desvien hacia distintos lados: las condiciones atmosféricas, la
mano temblorosa del tirador. Los errores sisteméaticos se producen, por ejemplo, si el
tirador tiene algin problema de vision, o el arco tiene algin defecto que empuje a los
tiros consistentemente fuera del centro. Una cuestion interesante de esta figura es que se
debe conocer la posicion del blanco (y su centro) para saber si estamos en presencia de
errores sisteméticos. La Figura [2| representa el mismo experimento de la Figura [1]| pero
sin el blanco superpuesto a las observaciones. En la analogia con las mediciones, don-
de medimos una cantidad porque no la conocemos, la Figura [2| representa un escenario
més realista en las aplicaciones. Observemos que en este caso es imposible saber si se
esté frente a errores sisteméticos solamente examinando la distribucién de las mediciones
realizadas (no conocemos la ubicacion del blanco).



Figura 1: Errores aleatorios y sistematicos en la practica de tiro al blanco. (a) Como todos
los tiros impactaron muy cerca uno de otro, podemos decir que los errores aleatorios son
pequenios. Como la distribucién de los tiros esté centrada en el centro del blanco, dedu-
cimos que los errores sistematicos son pequenos. (b) Los errores aleatorios son pequenos,
pero los errores sisteméticos no: los tiros se ubican sistematicamente lejos del centro,
hacia la derecha de €él. (c) En este caso, los errores aleatorios son grandes (impactos muy
separados entre si) pero no sistematicamente desviados. (d) Ambos errores son grandes.
Fuente: [Taylor| [1997]
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1.2. Estimacion y Teorema Central del Limite

Como dijimos, queremos medir una determinada cantidad desconocida pug. Para ello,
realizaremos una cantidad n de mediciones de ella. Antes de saber el valor que final-
mente tomen dichas mediciones, las podemos pensar como variables aleatorias inde-
pendientes idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.), que notaremos con letras mayusculas
X1,Xo,...,X,. Si el error sistemético de nuestras mediciones es cero, podemos asumir
el siguiente modelo de mediciones repetidas

X = o + &4, 1<i<n (1)

donde €; es el componente aleatorio del error. Es decir, ¢; son variables aleatorias que
asumimos que cumplen E(g;) = 0y lamamos 0% = Var(e;). Aqui po y 02 son pardmetros
del modelo (es decir, nameros fijos) y €1,...,€, son variables aleatorias. Por supuesto,
tanto g como &; son no observables (sin conocer a una de ellas no podemos despejar



Figura 2: El mismo experimento que en la Figura graficado sin los blancos. La situacién
se asemeja a la experimental, en la que no se conoce el valor verdadero de la cantidad a
medir. En tal caso es posible identificar la magnitud de los errores aleatorios, aunque no
la de los sisteméaticos. Fuente: Taylor| [1997]
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la otra) ni lo es 0. Si a este modelo le agregamos el supuesto de que los errores ¢;
tengan distribucién normal, se denomina modelo de Gauss sin sesgo. De la normalidad
de los errores se deduce la normalidad de las mediciones. ;Cémo sabemos que las g;
tienen distribucién normal? Podriamos saberlo o bien por experiencias previas en el drea
en la que trabajamos, o bien porque existan razones teéricas que nos aseguren dicha
distribucién. Por supuesto, no siempre podemos asumir que nuestras mediciones tienen
distribucién normal.

Por la Ley de los Grandes Ntumeros, sabemos que X,, = % Yo, X, el promedio de las
n mediciones (o media muestral) converge en probabilidad a g, y por lo tanto, tenemos
un estimador consistente de E (X;) : i = X,,. Sabemos que, para todo i,

E(X;) = po
Var (X;) = o2
y también
E (Xn) = 1o (2)
_ 0'2
Var (Xn) = (3)



por lo que X,, es una variable aleatoria centrada alrededor del mismo valor que cada
medicién individual, pero sujeta a una varianza mucho més pequena. En el caso en el que
hemos descartado la presencia de errores sistematicos, el uso del valor promedio obtenido
en n mediciones como una estimacion del valor pg desconocido representa una mejora
respecto de la utilizaciéon de una sola medicién precisamente porque es una variable
aleatoria centrada en el mismo pp que tendra menor variabilidad. Podemos apreciar este
hecho si usamos los resultados teéricos vistos.

La Ley de los Grandes Ntumeros nos dice que X, converge a jo (en probabilidad), asi
que podemos esperar que X, esté cerca de jug si n es grande. La desigualdad de Chebys-
hev nos permite acotar la probabilidad de cometer un error de un tamafio determinado
al estimar a g por X, ya sea que n sea pequeiio o grande, pero es el Teorema Central
del Limite (TCL) el que proporciona una aproximacion mucho més concreta a las pro-
babilidades de error que cometemos en el caso en el que n sea suficientemente grande.
Por supuesto, si las mediciones X; fueran normales, las probabilidades involucradas en el
calculo del TCL serfan exactas en vez de aproximadas. Supongamos que queremos encon-
trar P (‘Yn — ,uo‘ < c) para alguna constante c, es decir, la probabilidad de cometer un
error al estimar el valor de pg por X,, que no sobrepase una cota dada por ¢. Usaremos
el TCL para aproximar esta probabilidad. Primero estandarizamos, usando y :

P(!Yn—uo‘<c) (—C<Yn—uo<c)
Yn_/'LO c )

(a/_jvf o/ o/
o)+ (oe) ()

donde la aproximacién recién realizada es valida si n es suficientemente grande.
Por ejemplo, si hacemos n = 36 mediciones con o = 1, la probabilidad de que el
promedio muestral difiera de g en menos de 0.5 es aproximadamente

=P
=P

— 0.5 0.5

P(|X,— <05)~P|(—|—-P(— )| =20(3)—1=2-0,99865 —1 = 0,9973.
(sl <0.5)~e (35) -2 (77) -20)

Observemos que en este caso el hecho de repetir las mediciones una cantidad de veces

nos permite afirmar dos cosas:

= la primera es mejorar la estimacion de pg, reduciendo el error con el que lo aproxi-
mamos

» la segunda, utilizar la distribucién normal (aunque sea de forma aproximada) para
calcular probabilidades que involucran al error de estimacién involucrado. Obser-
vemos que esta normalidad aproximada se consigue aun cuando no conocemos la
distribucion original de las mediciones (esa es la fuerza del TCL).



Este tipo de razonamiento se puede dar vuelta. Es decir, dados ¢ y J, se pueden
encontrar n suficientemente grande,tal que

P(‘Yn—ug} <c) > 0.

O sea, encontrar el ntmero de veces que tengo que repetir el experimento si quiero tener
una probabilidad mayor o igual que § de cometer a lo sumo un error de £c¢ unidades
cuando estimo a la cantidad pg con el valor X,,.

1.3. Muestra aleatoria, realizaciones y notacién

Antes de seguir, enfatizamos en esta seccién, la manera en la que la estadistica modela
las mediciones, haciendo un breve hincapié en la notacién. Lo que escribimos acé es valido
tanto para el modelo de Gauss, como para mediciones que se realizan en un contexto mas
general.

Antes de realizar las mediciones, pensamos que cada una de ellas es una variable
aleatoria con distribucion F' que depende de la cantidad desconocida (o parametro) po.
Como todas se obtienen como producto de repeticiones independientes de un mismo
experimento aleatorio (medir una cierta cantidad), llamando

X,; = resultado de la iésima repeticién del experimento,

asumiremos que X1, Xo,...,X, son variables aleatorias independientes, todas con la
misma distribucion que, a su vez, depende de pg. Escribimos (con letras maytuscu-
las) X1, Xo,..., X, independientes idénticamente distribuidos con distribucion F (ug),
o bien, X1, Xs,..., X, ~ F (o) i.i.d., donde F denotara una distribucién conocida o
desconocida. Esto da lugar a la siguiente definicién

Definicion 1 Diremos que X1, Xo, ..., X, es una muestra aleatoria si X1, Xo,..., X,
son variables aleatorias i.i.d.

Una vez que hacemos las mediciones obtenemos los valores xi,z2,...,2z,. Notar
que usamos las letras minusculas para indicar los valores obtenidos para las variables
X1, Xo,..., X, Axq,20,..., 2, se le suele llamar la “realizacién” de la muestra aleato-
ria: se han convertido en ntimeros fijos (ya no tienen azar involucrado).

2. Propagacién de errores

En muchas aplicaciones, la cantidad a ser determinada, g, no se mide directamente.
En cambio, se miden otras cantidades de las que depende pg. Por ejemplo, cuando quiere
conocerse el area de un circulo, midiendo su radio o se quiere medir la aceleracién de
la gravedad midiendo el tiempo que demora en caer una piedra desde una cierta altura.
Asumimos que para las cantidades medidas (el radio del circulo, el tiempo o la altura)
se dispone de un mecanismo cuya variabilidad es conocida. La propagacién de errores se
ocupa de calcular (o aproximar) la precision con la que puede reportarse este resultado
final. Surge de combinar las propiedades de la varianza con el teorema de Taylor.



2.1. Funciones de un parametro

A partir de una muestra Xi,..., X, ~ F(uo), asumimos que tenemos un estima-
dor consistente de po basado en la muestra, fi,, del cual podemos calcular su espe-
ranza y varianza. [i, es en realidad una forma abreviada de escribirlo. En realidad es
tn (X1,...,X,). Lo notaremos indistintamente fi,, o fi. Sin embargo, el pardmetro que
nos interesa estimar no es g sino 6y, una funcién conocida de él:

0o = g(po0)-

Un estimador de 6 seréa

~

0, = g(ﬁn)

El hecho de que i, sea un estimador consistente de pg significa que

Iin EA 1o en probabilidad, cuando n — +o0.

Si la funcién g es continua, hay resultados tedricos que garantizan que

0, = 9(1in) i g(10) = 6o, en probabilidad, cuando n — +o0,

por lo que é\n serd un estimador consistente de 0. La pregunta que nos queda contestar
es qué podemos decir del desvio estdndar de 6,. Antes veamos un ejemplo.

Ejemplo 2 (Area de un circulo).
Queremos estimar Oy, el drea de un circulo. Para ello, mediremos n veces su didmetro.
Por supuesto, estas mediciones estdn sujetas a un error. Sean

X; = 1ésima medicion del didmetro, 1<i<mn

wo = E(X;) = didmetro esperado (o verdadero) del circulo.

El pardmetro de interés es

2 7
0o = g(po) con g(po) = (%) = Hi

0o = drea (verdadera) del circulo

Un estimador consistente de i es X, es decir, ji, = X,. Luego para estimar a 6 propo-
nemos tomar
On = Q(Mn) = Zun' (4)

Nos interesa calcular el desvio estdndar de 0,,.

Volvemos al problema de calcular Var (g (1)) en términos de Var (@) . Si la funcion
g fuera lineal, podriamos resolver el problema facilmente: asumamos g(ii,) = afl, + b,
con a y b constantes, entonces

Var (g(iin)) = Var (afi, + ) = a*Var (i) .



Sin embargo, cuando la funcién g no es lineal, para poder calcular Var (¢ () no nos
basta con conocer la Var (1) sino que debemos conocer la distribucion de g (o su funcion
de densidad), ya que, en el caso en que i sea una variable aleatoria continua tenemos

Var(g(@) = E (lo (@) ~ E (g @)) = [7Z 9 () = B (g () f (t) dt

Esta informacién no suele estar disponible en el trabajo aplicado. Entonces trataremos de
estimar a la Var (g(p)) . Para ello, usamos una aproximacion lineal. En estadistica este
método se conoce como propagacion de errores, o también, método delta. Ver Wasserman
[2013] para una descripcion bien técnica. Para linealizar hacemos el desarrollo de Taylor
de la funcién g alrededor de pg, obteniendo

0, = g(fin) =~ g (110) + ¢ (120) (B — 10) , (5)

donde estamos despreciando el término del error. Tomando varianza en tenemos

Var (8.) = Var (g(@i))
~ Var [g (ko) + ¢ (10) (fin — po)]
= Var [g (1) (fin — p0)] = [¢' (10)]* Var (fin — po)
= [¢ (n0)]” Var (jin)

siempre que ¢’ (po) # 0. Entonces el desvio estandar de §n, sd (@L) , puede aproximarse
por

sd (gn) Var( ) ‘g 140 ‘\/Var fin) ‘g 140 ‘sd(,un).

Observemos que esta aproximaciéon del desvio estdndar de 6,, depende del valor descono-
cido ug. Para que podamos hacer uso de ella, necesitamos estimarlo. Luego la expresiéon

sd (.) ~ |/ ()| d (). (©)

serd de mayor utilidad. Si no conocemos el valor de la varianza de fi,, también podemos
aproximarlo con lo calculado en la muestra. Cudn buenas resulten ser estas aproximacio-
nes depende de cuén no lineal sea g en un entorno de ug y de cuan cerca esté fi, de pug.
Volvamos al ejemplo.

Ejemplo 3 (Area de un circulo, continuacion,).
Calculemos el desvio estdndar de 0,,. En este caso,

s
9(po) = 115,

por lo que

i
g (o) = 5 Ho-



Ademds, sabemos que un estimador consistente de y es X, por lo que

—~ — Var (X
Var (in) =Var (Xn) = 7( 1).
n
Si conocemos la Var (X1) que es la varianza asociada al método de medicion la podemos
usar. Si no la conocemos, la podemos estimar por S%, la varianza muestral basada en las

X's. Luego
— S2

Var () = 2.

2
donde el sombrero grande sobre Var (fiy) indica que STX es un estimador de esta cantidad.
Finalmente, el desvio estdndar del estimador propuesto en se puede aproximar por
m@>=fng, donde S% = —— 3" (X; — X,))%.
" 27" /n X n-1 ( ‘ n)

Ejemplo 4 (Rice [2006]) Se quiere determinar la resistencia media de un medio, explo-
tando la relacion que hay entre voltaje (V'), corriente (I) y resistencia (R). Supongamos
que el voltaje se mantiene constante en un valor Vi a través de un medio cuya resistencia
fluctiia aleatoriamente como resultado, por ejemplo, de fluctuaciones aleatorias a nivel
molecular. Por lo tanto, la corriente también varia al azar. Se pueden hacer determina-
ciones experimentales (mediciones) de la corriente, Iy, ..., I, i.i.d. con

Hmr = E (IZ) Yy U% =Var (IZ) .

Dado que no conocemos la distribucion de la resistencia, apelaremos a una aproximacion.
Si llamamos ugr a la resistencia media, resulta
Vo
pr =g (pr) = —.
122
Luego, un estimador de uy es la media muestral de las corrientes medidas, I, y por lo
tanto, un estimador de pgr serd

Derivamos a g, obteniendo

y observemos que
Var (fif) = Var (I,) = L
n
Si O'% es conocida, utilizamos su valor, si no la conocemos la podemos aprozimar por la

varianza muestral, es decir

—

= S?
Var (i) = =L,



donde S% = ﬁ Yoy (Ii — TR)Q. Finalmente, reemplazando en (@) tenemos que

Var (iig) = ¢ (i1)]* Var (ir)
VRSt

= ﬁ}l o
Vemos que la variabilidad de fig depende tanto del nivel medio o esperanza de I como de la
varianza de I. Esto tiene sentido, ya que si uy es bastante pequerio, pequenas variaciones

de [iy resultardn en grandes variaciones en la estimacion de ugr, mientras que si py es
grande, pequenias variaciones de [if no afectardn tanto a la estimacion de pug.

2.2. Funciones de dos parametros

Consideremos ahora el caso en el que el parametro de interés 6 depende de dos
parametros: 1 y pe, ligados por una funcién conocida g,

0o = g (110, H120) -

Notamos p al punto (p19, p20) de valores verdaderos. Tenemos un estimador para cada
parametro p : i1 y fo y proponemos al estimador de 6

929(/71,/72)-

Para aproximar su varianza hacemos el desarrollo de Taylor de orden uno,
A e o 9y . dg ~
0 =g (1, f2) = g (1o) + [895 (Mo)] (11 — pio) + [83/ (No)] (H2 — p20) (7)

donde el término % (pg) denota la derivada parcial de g con respecto a su primer coor-
denada evaluada en el punto p, y nuevamente despreciamos el error. A partir de , la
varianza de 0 puede ser aproximada por

Var (8) = Var |52 ()| G2 = )| + Var | |52 0| 2 = )

2000 (| 52 (0| 1 a0 | 52 ()| iz — o)

— 52 )] Var (i - o) + )l Var (s — o)

12 [gi (Mo)] [gz (,uo)] Cov (111 — o) , (B2 — K20))

— |52 )] Var i) + 52 o) Var ()

+2 |52 (o) |52 (o) | Cov i ). 0

10



Si i1 y p2 son independientes, entonces resulta que Cov (i1,112) = 0 y la aproxima-
cion anterior se simplifica. Nuevamente, para poder aplicar este resultado necesitamos
reemplazar a pg por i = (i1, fd2) en las derivadas de la ecuacion (8],

var (8) ~ [ 32 @) Var () + @) Var ()
2|2 @) |5 )| o). )

Recordemos que Cov (111, fi2) = p (i1, i12) sd (fi1) sd (f2) donde p (111, fi2) es el coeficiente
de correlacion (de Pearson) entre las variables ji1 y fia.
El caso general de una funcion de k parametros se puede resolver de manera similar.

Ejemplo 5 (Rice [2006]) Cociente de dos pardmetros. Consideremos el caso en el que
0 = po/u1, que surge con frecuencia en la prdctica, por ejemplo, interesa conocer las
concentraciones relativas de dos sustancias. Para ello, se hardn n, determinaciones in-
dependientes de la concentracion de la sustancia 1, Xi,...,X,, con E(X;) = p1 y
Var(X;) = o1. Andlogamente, se realizardn ny determinaciones independientes de la con-
centracion de la sustancia 2, Y1,..., Yy, con E(Y;) = ps y Var(Y;) = o3. El pardmetro
de interés 0 = /1 = g(p1, p2). Contamos con los estimadores de las concentraciones
de ambas sustancias:

ﬁlZana Z’ZQ:Y’RQ
A partir de ellos obtenemos un estimador de la concentracion relativa dado por el cociente

~ U 12
0 =g(f1, ) ==.
M1

¢ Como aproxzimamos su varianza? Usando el método de propagacion de errores derivado
anteriormente, para

Y
g (':va) - 1'7
tenemos
% (w.)= 2 % (2.4)=
—(z,y) = —= = (z,y) = —.
gz Y x? Ay W=
Luego, si i1 # 0 tenemos
29 (i) = 12 9 (i, i) = =
oz i} oy 1

Dado que Cov (fi1, fiz) = py/Var (fin)\/Var (1iz), donde p es la correlacion entre i1 y
2, a partir de (@ si tenemos estimadores para las tres cantidades p, Var (fi1) y Var (ji2)

11



obtenemos la siguiente aproximacion para la varianza de 6

var(é):s{§§<ﬁﬂztéﬂiﬁa-+{§j<ﬁﬂ Var (i) + 2| 52 @) |52 @) Con .

- [—ggrvﬁlwu Var (i )+2[ ] [ }p\/Var iy Var ()

1
= = <Z2VCLT (u1)+Var (fi2) —2'“ p\/Var (f1) \/Var H2)>
1

A partir de esta ecuacion, vemos que la varianza del estimador del cociente es bastante
p ) q

grande cuando |11 es muy pequena, y que si la correlacion entre i1 y s es del mismo
signo, eso disminuye la Var(0).

Ejemplo 6 (Cociente de dos pardmetros estimados independientemente). Sigamos el
ejemplo anterior en el caso en el que los estimadores 1 y o son independientes, lo
que implica Cov (i, fiz) = 0. En esta situacion, reemplazando en (9) obtenemos

1
Var <0) i = Var (1) + = Var (jiz) .
it M1

En algunas aplicaciones, en vez de conocerse las varianzas de los estimadores, se conoce
(0 se puede estimar) el desvio estandar relativo de cada estimador, es decir, se conoce

() | sd (i)
ﬁl ﬁg )

En tal caso, la aproximacion del cuadrado del desvio estdndar relativo de ) adquiere una
expresion sencilla (bajo independencia de los estimadores)

Var (5) B sd (@\) ’ 5 %Var (f1) + %%VW (Ti2)

N )
a1
Simplificando, vemos que el desvio estindar relativo de @\puede aproximarse por
”@)N¢Cwm»?+cﬂmv2
) 11 12

A este desvio estdndar relativo se lo suele expresar en porcentage.
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2.3. Ejercicios

1. El volumen de una burbuja se estima midiendo su didmetro y usando la relacién

T
VvV =-D3
6

Queremos hallar una expresién aproximada para la varianza del volumen.

a) Sean D; = i—ésima mediciéon del didmetro, 1 < ¢ < n, variables aleatorias
i.i.d. Sea up = E(D;) el diametro esperado. Luego, el verdadero volumen de

la burbuja seré
m

6
Proponer un estimador de p y de 6. Escribir el desarrollo de Taylor de la
funcién g, alrededor de pg. A partir de este desarrollo y despreciando el término
del error de Taylor, aproximar la varianza de 6.

00 = —ui = g(po).

b) Se mide n = 10 veces el diametro de la burbuja, obteniéndose
EIO = 2mm y SZD = 0,4

Dé una estimacioén del volumen basada en la muestra y aproxime la varianza
del estimador propuesto.

2. (Adaptado de la Guia de Laboratorio de Quimica Analitica, 2017). La Ley de
Lambert - Beer relaciona la intensidad de luz entrante en un medio con la intensidad
saliente (luego de que se produzca absorcion en dicho medio). La relaciA3n de las
intensidades puede expresarse como Transmitancia de la siguiente manera:

-
-

'S

»
| ——
— @ 1

Emisor de Luz I Detector (lee la luz y

---;"" envia la sefial)
Sustancia de color que
absorbe

Recibe la sefial y la
convierte en una medida
[Transmitancia o Absorbancia)

I _ _
_ —e ale A

Tiii p—
I €

donde:

» [y e I son las intensidades entrante (o incidente) respectivamente y saliente
(o transmitida).

» A eslaabsorbancia (es equivalente a una conversion de medida, A = —log(7T)).
Esta es la cantidad que mide el espectrofotémetro.
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» [ es la longitud del medio por donde pasa la luz (generalmente se emplea una
cubeta).

= ¢ es la concentraciéon de la sustancia.

» « es el coeficiente de absorcion (molar si se expresa [C] = M entonces, o =

e(A))

A representa la longitud de onda en la cual encontramos los mAjximos de absor-
bancia, por lo que A es constante (se lo define experimentalmente de manera previa
o por tabla pero es fijo). La ley de Lambert-Beer determina que hay una relacion
exponencial entre la Transmitancia y, la longitud del cuerpo y también entre la
Transmitancia y la concentracién de la sustancia.

Si conocemos [ y € (M), la concentracion se deduce de la cantidad de luz transmitida,
la cual es recibida por un espectrofotémetro como Absorbancia. La ley se simplifica
de la siguiente manera:

A—Ag=c(\le

(Ag es la Absorbancia de las sustancias que no quiero medir por lo que se resta
o se calibra el espectrofotometro para que Ag = 0, es decir, se resta un blanco.)
Como € (\) varfa con la temperatura y la presencia de otras sustancias, se realiza
un ajuste lineal de soluciones patrén de concentraciones conocidas encontrando a
e (M) como la pendiente de la recta que relaciona Absorbancia con concentracion.
En esta materia haremos anélisis de este tipo en la Practica de Regresion lineal
simple. Ahi veremos como estimar el desvio estandar de la pendiente, a partir de
otra muestra.

En un experimento realizado de forma independiente, hemos estimado al valor
esperado y al desvio estandar de (la variable aleatoria) € (\) por 5.785 y 0.2052
respectivamente. Asumamos que la cubeta mide | = lem. Se tiene una muestra
incégnita cuya concentraciéon se quiere determinar. Se mide n = 3 veces la Absor-
bancia de esta muestra incognita utilizando el espectrofotémetro, lo que da lugar a
los siguientes valores: 0.724, 0.694, 0.75 (cuya media muestral da 0.723 y su desvA-o
estAjndar muestral es 0.0280). Asuma Ay = 0,01, valor fijo (no variable aleatoria).

a) Estime la concentracion de la muestra incégnita y aproxime el desvio estandar
del estimador obtenido, y su desvio estandar relativo.

b) ;El desvio estandar estimado, es mucho mas grande que el mayor desvio es-
tandar involucrado?

Esto ilustra una conclusién que suele ser més general: todos los esfuerzos involu-
crados en disminuir la variabilidad del resultado final de un experimento deben ser
dirigidos a mejorar la precision de los valores (de las mediciones) menos precisas.
Por el contrario, no suele tener impacto el dedicar esfuerzo a mejorar mediciones
que de por si son bastantes precisas. Pero cuidado, muchas veces la combinacién
de varios errores pequenos a lo largo de distintas etapas de un experimento puede
propagarse y producir un error final apreciable.

14



3. (Reescrito a partir del publicado en el libro de [Taylor| [1997]) (Aceleracion de un
carrito bajando un plano inclinado). Consideremos un carrito bajando un plano
inclinado, como en la Figura 3| Queremos estimar la aceleracién que alcanza y
aproximar el desvio estandar del estimador. Hay dos formas de hacerlo.

a) Sea 0 el verdadero angulo de la inclinacién.

1) La aceleracion esperada es ag = gsinfy, donde g es la aceleracion de la
gravedad, por lo que si medimos el dngulo # podemos calcular su acele-
raciéon y la incerteza asociada a este calculo. Sean X1, ..., X, mediciones
independientes del angulo, con E (X;) = 6y. Dé un estimador de 6, y a
partir de la relacién entre el 4ngulo y la aceleraciéon, también dé un esti-
mador de la aceleracién esperada, y aproxime el desvio estdndar relativo
del estimador obtenido.

2) Se mide 6 cinco veces obteniéndose un valor de X, = 5,4 grados con
desvio estandar muestral Sx = 0.224. Estime la aceleracion esperada y
aproxime el desvio estandar del estimador.

b) También puede medirse la aceleracion a cronometrando el tiempo que le toma
al carrito recorrer la distancia entre dos células fotoeléctricas, como se ve en la
Figura[3] cada una conectada a un reloj.Si el carrito tiene longitud [ y le toma

Figura 3: Un carrito bajando el plano inclinado. Fuente: Taylor [1997]

photocell 1

photoceli 2
L]

tiempo t; atravesar la primer célula, su velocidad serd vy = [/¢1. De la misma
forma, vy = [/ts. (Estrictamente hablando, estas velocidades son las veloci-
dades promedio con las que el carrito atraviesa la célula fotoeléctrica. Pero
mientras [ sea pequena, la diferencia entre la velocidad instantanea y la pro-
medio serd despreciable). Llamamos s a la distancia entre las dos fotocélulas,
entonces se sabe que

v% = v% + 2as,

2 _ .2 2 1 1
g 2! < > (10)

25  2s t%_g

por lo que
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1)

Consideremos que las cuatro cantidades [,s,t; y tg se miden de forma

independiente. Llamemos 6; = % y 0y = 5 — Dé estimadores de

t2 t2
01 v 65 a partir de estimadores de las cuatro cantldades [,s,t1 y to. Dé
estimadores de los desvios estdandares relativos de 91 y 92 a partir de los
desvios estandares relativos de los estimadores de cuatro cantidades [, s, t;
y to.
A partir de los estimadores de 6 y 02 obtenidos, estime la aceleracién a,
usando . Dé un estimador del desvio estandar relativo de a.
Se hacen n = 3 mediciones de las cuatro cantidades involucradas. A partir
de los siguientes valores observados para los promedios y desvios mues-
trales de dichas mediciones de [,s,t; y to aproxime la aceleracién y su
desvio estandar relativo, asumiendo que todas las variables medidas son

independientes.

1 = 5cm. S; = 0.087
5=100cm. S;=0.35
11 =0.054s. Sy =0.0018
1o =0.031s. S, = 0.0018
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