Ecuaciones Diferenciales — 2° cuatrimestre 2018
PRACTICA 7: ESPACIOS DE SOBOLEV & SOLUCIONES DEBILES

Ejercicio 1. Sea U C R™ abierto y sean u, v € W*P(U), |a| < k. Entonces:

1. D € Wk=lebp(U) y DP (D) = D (DPu) = D*"Py para todo par de multiindices
a, B € Ny tales que |a| + |8| < k.

2. Para cada A\, € R, Mu+ pv € WEP(U) y D¥(\u + pv) = AD%u + puD%v.

Si V C U, entonces u € WFP(V).

4. Si ¢ € C*(U), entonces Cu € WEP(U) y

D(Cu) =Y (g) DYDY By,
Ba

w

Ejercicio 2. Sea I = (a,b) C R un intervalo.

1. Probar que si u € WHP(I), 1 < p < oo entonces u € AC(I).
2. Probar que si u € WHP(I), p > 1, entonces

ute) —ut)l < ( [ b uPar) R

Ejercicio 3. Sea f € H! (R), probar que h= (7, f — f) converge a f’ en L?(R) cuando h — 0,
donde 73, f(z) = f(z + h).

Sugerencia: escribir h_l(Thf — f) como [ x .
Ejercicio 4. Sea I = (a,b) C R un intervalo.

1. Probar que existe una constante C' tal que para toda f € H'(I),

|f(@)] < Clfll12-

2. Probar que existe una constante C tal que para toda f € H& (I),

[f(@)] < ClIf 2.

Concluir que || f’||2 es una norma equivalente a || f||1.2 en HE ().

Mostrar que el item 1 es falso en U CC R2.

5. Usando el teorema de Arzela-Ascoli, probar que un conjunto acotado de H'(I) es
precompacto en C(I), y por lo tanto en L?(I).
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Ejercicio 5. Sea I = (a,b) C R un intervalo y sea f € L?(I). Probar que f € H*(I) si y s6lo
si

D KF(R) < oo,
k=1

donde f (k) son los coeficientes del desarrollo de f en series de Fourier.

Ejercicio 6. Sea u € W*P(U), 1 < p < co. Definimos u® = p. *u en U, donde p es el niicleo
regularizante, p. las aproximaciones de la identidad y

Ues :={z € U: dist(x,0U) > e}.
Entonces:
1. u® € C*(U,), para cada € > 0.

2. u — uen WiP(U) cuando & — 0.
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Ejercicio 7. Sea U abierto y acotado. Probar que si u € H2(U) N H}(U) entonces

/ |Duf*dz < C (/ |ul? dm) i (/ ]Au\2d$> °
U U U

Concluir que en HZ(U), ||Aul|2 es una norma equivalente a la usual.

Ejercicio 8. Sea u € W1P(U) tal que Vu = 0 a.e. en U. Probar que u es constante en cada
componente conexa de U.

Ejercicio 9 (Desigualdad de Poincaré). Sea U un abierto conexo y acotado de R™ con borde
C'. Probar que existe una constante C' > 0 que depende sélo de n y U tal que

lu = (Wullz < Cl|Vull2

(W) = ][U wda.

Sugerencia: Razonar por el absurdo y usar la compacidad de la inclusion W1P(U) ccC
LP(U).

para cada u € H'(U), donde

Ejercicio 10. Sea F: R — R una funcién de clase C' con F’ acotada. Sean U C R”" abierto
acotado y u € WHP(U) con 1 < p < oo. Probar que

F(u) e W'YP(U) v 0;F(u) = F'(u)du (i =1,...,n).
Ejercicio 11. Sea 1 <p < oo y U C R™ abierto acotado.
1. Probar que si u € WHP(U), entonces |u| € WHP(U).
2. Probar que si u € WHP(U), entonces ut,u~™ € WHP(U) y

Vut — Vu ct.p.en {u>0}
10 ae en {u<0},

Vu- — 0 c.t.p. en {u >0}
—Vu ct.p. en {u < 0}.

Sugerencia: v = lim._,o F-(u) para

Vit 4e2—¢ sit>0
F (t) = .
0 sit <O0.
3. Probar que si u € Wy P(U) entonces ut,u™ € Wy (U).
4. Probar que si u € WHP(U), entonces
Vu =0 c.t.p. en {u = 0}.
Ejercicio 12. Usar la transformada de Fourier para probar que si u € H*(R") con k > n/2,
entonces u € L*(R") N C(R™) y
[ull oo ®ny < Cllull g wny
donde C es una constante que depende de k y n.

Ejercicio 13. Sea U abierto y acotado. Una funcion u € HZ(U) se dice una solucién débil
del siguiente problema de valores de contorno para el operador bilaplaciano

{AQu:f en U

(1) 8.
u=0u=0 en U,



si verifica

/UAuAvdx:/vad:p
(Au))

para toda v € HZ(U). (A%u = A(Au
1. Probar que u € C*(U) N CY(U) es solucion clasica de (1) si y solo si es solucion débil
de (1).
2. Probar que dada f € L?(U) existe una tnica soluciéon débil de (1).
Sugerencia: Usar el Ejercicio 7 de la practica 7 para probar que ||Aul| 2.y define

una norma equivalente a la usual en HZ(U).

Ejercicio 14. Consideremos el problema de Neumann

—Aut+u=f enU
Onu =0 en OU

donde OU € Cl y f € L*(U).

1. Mostrar que v € C?(U) N CY(U) es solucién del problema de Neumann si y sélo si
verifica la siguiente formulacion débil:

/Vu-Vgadx—l—/unpdx—/fapdx
U U U

para toda p € CH({U) N C(U).
2. Mostrar que para toda f € L?*(U) existe una tnica u € H'(U) solucién débil de este
problema.

Ejercicio 15. Consideremos el siguiente operador eliptico

SN,
Eu:—z P (aij(x)us, —i—Zb T)ug; + c(r)u,
ij=1
donde \|¢|? < doi i ij(2)&i&5 < AEPVEER yz € Qc€ L®, >0y cj € L®(Q)NCHQ)
con div(b) = 0 en Q.

Probar que para toda f € L?(Q) existe una tnica u € H}(£2) solucién débil del problema.

Ejercicio 16. Consideremos el problema de Neumann

—Au=f enU
Onu=0 en U,

donde OU € Cl y f € L*(U).

1. Dar una formulacién débil del problema y mostrar que si existe una soluciéon débil,
entonces [, f dx = 0.

2. Mostrar quesi f € L*(U) verifica que [, f dz = 0, entonces existe una tnica u € H'(U)
con fU udxr = 0 solucién débil de este problema. Mas atun, dicha solucién es dinica en
H(U) salvo constante.

Ejercicio 17 (Principio débil del maximo). Sea Lu = — > . 0;(a;j()9ju) un operador
uniformemente eliptico con a;; € L*(U).

Decimos que u € H(U) verifica Lu < 0 en sentido débil o, equivalentemente, que es una
subsolucion débil de Lu = 0 si

/Za” )0judivdr <0, paratoda v e Hy(U), v > 0.



1. Verificar que u € C?(U) es subsoluciéon débil de Lu = 0 si y solo si Lu < 0.
2. Probar que si u es subsoluciéon débil de Lu =0y ut € H}(U) (es decir u < 0 en 9U),
se tiene que u < 0 en U.

Ejercicio 18. Consideremos el siguiente problema de autovalores

—Au=>M enU
Onu =10 en OU,

donde OU € C1.

Probar que existe una sucesiéon 0 = A\; < Ao < -+ < A T oo de autovalores del problema
con autofunciones uy € H'(U) donde u1 = cte y {uy}32, forman una base ortonormal de
L?(U) y una base ortogonal de H(U).

Ejercicio 19 (Lema de Cea). Se intenta construir una aproximacion de la solucion del si-
guiente problema

—Au=f enU
u=20 en OU.

Para eso, se toma un subespacio de dimensién finita V. C HE(U), V = gen{¢1,..., ¢4} v se
define la solucion aprozimada @ € V como la solucion del problema

/Vﬂ-V(ﬁidx:/fqﬁidx i=1,...,d
U U

1. Probar que @ esta bien definida (es decir, existe una tnica solucion del problema apro-
ximado).
2. Probar que se tiene la siguiente estimacion de error

lu— ﬂ”H&(U) < ng{/ Ju— U”H&(U)’

donde C' > 0 es una constante que depende dnicamente de V.
Esto dice que el método propuesto obtiene como resultado la mejor aprorimacion
que permite el subespacio V.

Ejercicio 20. Se define el p—Laplaciano como Apu := div(|Vu[P~2Vu) con p > 1 (cuando
p =2, A, = A). Consideremos el siguiente problema

{—Apu: f enlU

2
@ u=0 en OU,

donde U C R™ es un abierto acotado y f € Lp/(U) (% + I% =1).

1. Probar que u € C2(U) es solucién de (2) si y sélo si verifica la siguiente formulacién
débil

/\Vu]pZVu-Vgpdx:/fgodx,
U U

para toda ¢ € Wol’p(U).
2. Probar que si u € VVO1 P(U) minimiza el siguiente funcional

U WyP(U) = R, U(u) ::1/ |Vupda:—/fuda;,
pJu U

entonces u es una solucion débil de (2).
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Ejercicio 21. Probar que existe una unica soluciéon débil de la ecuacion del calor con condi-
ciones de Neumann

u—Au=f en U x (0,T)
Onu =0 en oU x (0,T)
U = U en U



