COMPLEMENTOS DE ANALISIS FUNCIONAL SEGUNDO CUATRIMESTRE DE 2017

PRACTICA 2: TRANSFORMADAS DE GELFAND Y DE FOURIER

Convenciéon: Notaremos por G a un grupo abeliano localmente compacto Hausdorff y m a su
medidad de Haar que suponemos o-finita (en cuyo caso L'(G)* = L>®(Q)).

Ejercicio 1. Sea A un algebra de Banach conmutativa con unidad. Probar que a es inversible
en A siy sélo si @ es inversible en C(X4) para todo a € A.

Ejercicio 2. Decidir si las algebras de los Ejercicios 13, 14 y 15 de la Préactica 1 tienen trans-
formada de Gelfand isométrica.

Ejercicio 3. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Probar que e = ¢% para
todo a € A, donde e* = >>°  Lam.

Ejercicio 4. Sea f € C.(G). Probar que para todo ¢ > 0 existe V entorno abierto de 0 tal que
|f(x) = fy)l <esiz—yeV.

Ejercicio 5. Dados z € G y una funcién f : G — C, se define f.(z) := f(z —x). Para f € L}(G)

probar que la aplicacién z — f, es una funcién uniformemente continua de G en L'(G). Es
decir, para todo € > 0 existe V entorno abierto de 0 tal que ||f, — fyli <esiz—yeV.

Ejercicio 6. Probar que dados ¢ > 0y f € L!(G), existe V entorno abierto de 0 tal que
|f — f *ull1 < e para todo u € C.(V) con [, u(x)dm(x) = 1.

Concluir que existe una red de funciones no negativas (uq)aca € L'(G) con [, uq(z)dm(z) =1
para todo a € A, tal que ||f — f * us||1 — 0 para toda f € L'(G).

Ejercicio 7. Probar que si G es discreto G es compacto y que si G es compacto G es discreto.
Ejercicio 8. Notemos F a la transformada de Fourier. Probar que F(L'(G)) es denso en Co(G).

Ejercicio 9. Sea pu € M(@) tal que [57(x)du(y) = 0 para todo 2 € G. Probar que y = 0.

Ejercicio 10. Teorema de Plancherel.

(a) Dada f € L'(G) N L%(G), probar que f € L%(G) y ||f|l2 = ||f]l2. Sug: considerar g = f % f*
donde f*(x) = f(—=x).

(b) Probar que es posible extender la transformada de Fourier a un isomorfismo isométrico entre
L*(G) y L*(G). Sug: usar el ejercicio anterior para probar que si < f,1¢ >= 0 para toda
f € LYG) N L*(G), entonces f 1 = 0 para toda f € L'(G) N L*(G).



Ejercicio 11. Probar que F(L'(G)) = L*(G) * L2(G).

Ejercicio 12. Sea V' C G un abierto no vacfo. Probar que existe f € L'(G) tal que f;é 0y
f(v) =0 para todo v € V°.

Ejercicio 13. Probar que G separa puntos. Es decir, si z,y € G con & # y, entonces existe
v € G tal que y(z) # ¥(y)-
(x)Ejercicio 14. Teorema de dualidad de Pontryagin.

Nos proponemos probar que G = G.Seai:G < G la inclusién dada por la evaluacion.

(a) Probar que i es un monomorfismo.

(b) Probar que i es un homeomorfismo con su imagen. Sug: tomar una red i(x,) — 1y considerar
funciones de la forma g = f * f*.

(c) Probar que i(G) es denso. Sug: usar el Ejercicio 9.

(d) Probar que i(G) es cerrado. Sug: probar que un subespacio denso y localmente compacto en
un espacio topoldgico Hausdorff es abierto, y que los subgrupos abiertos son cerrados.

Ejercicio 15. Probar que la transformada de Fourier es inyectiva.

Ejercicio 16. Caracterizar la transformada de Fourier para G =R, T,Z y Z/nZ.



